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“20 世 纪 数 学 经 典 著 作 之 一 …… 它 透 彻 地 介绍 了 数学 分 析 中 的 所 有 标准 不 等 式 ,并 给 出 了 详尽 的 
证 明 。 ” 
——WNew Technical Books 
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译 者 F 


本 书 的 三 位 作者 都 是 数学 界 , 特别 是 古典 分 析 学 界 杰 出 的 学 者 . 记得 有 人 说 
过 ,英国 的 数学 之 为 世界 同行 所 重视 ， 是 从 由 Hardy 形成 的 具有 世界 影响 的 英国 分 
析 学 派 开始 的 . 其 工作 涉及 解析 数论 、 三 角 级 数 、 调 和 分 析 、 发 散 级 数 等 诸 方 面 ， 影 
WR. 在 20 世纪 上 半 叶 , Hardy 的 文风 对 数学 工作 者 也 有 很 大 的 影响 . 无 论 是 写 
B, 还 是 写 论文 , 他 总 能 做 到 像 苏 轼 所 说 的 “如 行云流水 ， 初 无 定 质 , 但 常 行 于 所 
IT, 常 止 于 不 可 不 止 , 文理 自然 ,姿态 横生 ”，, 将 复杂 深奥 的 东西 写 得 明白 易 屋 ， 
使 读者 在 不 知 不 觉 之 间 “ 轻 舟 已 过 万 重山 ”. 这 一 点 , 在 我 们 的 这 本 书 中 ,读者 将 
会 有 所 体会 . 

不 等 式 是 我 们 数学 工作 中 常 遇 到 的 东西 . 当 我 们 求解 一 个 问题 时 ， 常 会 遇 到 
一 个 复杂 的 表达 式 ， 很 难 判 断 它 的 大 小 ， 而 这 正 是 我 们 所 关心 的 , 希望 有 一 个 较 简 
单 的 式 子 去 代替 它 ， 这 时 就 出 现 了 不 等 式 . 当 作 者 解决 了 他 的 问题 之 后 ， 作 为 过 渡 
工具 的 不 等 式 往往 遭 到 遗弃 . 因此 , 同样 的 一 个 不 等 式 可 能 在 不 同 的 时 间 、 不 同 的 
场合 多 次 出 现 . 但 每 次 出 现 ， 作 者 的 注意 力 只 限于 解决 他 当时 所 考虑 的 问题 ， 从 普 
遍 性 和 完整 性 的 角度 看 ,这 总 会 带 有 某 些 缺陷 . 因此 ， 要 去 搜索 历史 上 留 下 的 众多 
不 等 式 ， 将 它们 加 以 整理 ， 发 现 它 们 之 间 的 关系 ,并 加 以 推广 ,使 之 完善 ， 以 便 能 
适应 更 宽阔 一 些 的 场合 ,这 确 是 一 件 重要 而 又 艰难 的 工作 . 我 们 眼前 的 这 部 著作 
就 是 由 Hardy, Littlewood 和 Polya 三 位 数学 巨匠 经 过 6 年 (1929 一 1934) 的 辛勤 劳 
动 完 成 的 . 它 是 一 本 工具 书 ， 是 数学 工作 者 必 备 的 一 本 书 ， 又 是 一 本 关于 不 等 式 的 
经 典 著作 . 读者 从 中 不 仅 可 以 查 到 许多 着 名 的 不 等 式 , 而且 还 可 以 学 到 如 何 处 理 
问题 ， 如 何 将 一 个 不 等 式 加 以 推广 、 扩 大 其 应 用 范围 ， 使 之 纺 于 完善 ， 如 何 将 一 个 
复杂 的 证 明 以 严格 而 又 流畅 的 语言 来 表达 ， 这 些 都 是 每 一 位 严肃 的 数学 工作 者 所 
期 盼 做 到 的 . 从 这 一 角度 来 看 ,本 书 又 是 一 本 典范 的 教材 . 

原 书 第 2 版 出 版 于 1951 年 , 但 作为 一 本 无 可 替代 的 工具 书 ， 仍 为 广大 的 数学 
工作 者 所 需要 . 故 乐 为 翻译 再 给 读者 . 


越 民 义 
2008 年 9 月 


第 工 版 前 言 


我 们 在 1929 年 就 拟订 计划 并 且 着 手写 作 本 书 , 我 们 原来 想 要 把 它们 列 人 “ 剑 
桥 小 丛书 ”, 但 随即 就 发 觉 ,一 本 小 丛书 的 篇 幅 显 得 过 于 短小 ,不 足以 实现 我 们 的 
目标 . 

本 书 的 写作 目标 在 第 1 章 已 经 给 予 了 充分 的 解释 ,但 在 这 里 我 们 还 要 就 历史 
方面 和 文献 方面 补充 一 点 说 明 . 像 不 等 式 这 样 的 一 个 主题 , 它 在 数学 的 各 个 方面 都 
有 应 用 ,但 又 没有 得 到 系统 的 痢 述 , 它 的 历史 问题 和 文献 问题 是 特别 麻烦 的 . 

要 追寻 一 个 众所周知 的 不 等 式 的 起 源 常 党 是 很 困难 的 . 很 可 能 它 是 在 一 篇 关 
于 几何 学 或 天 文学 方面 的 论文 中 作为 一 个 辅助 命题 (通常 缺乏 明确 的 论证 ) 首先 
出 现 的 .过 了 和 若干 年 之 后 , 它 或 许 又 被 许多 其 他 作者 重新 发 现 , 但 可 能 始终 缺乏 容 
易 理 解 且 十 分 完善 的 的 叙述 . 我 们 总 会 发 现 ,即使 对 于 那些 最 著名 的 不 等 式 , 也 还 
是 可 以 增添 一 些 新 的 内 容 . 

我 们 已 经 尽力 做 到 精确 可 于 ,并且 尽 可 能 地 给 出 所 有 的 文献 ,但 我 们 并 没有 去 
做 系统 的 文献 研究 工作 . 当 某 个 特定 的 不 等 式 按照 习惯 要 冠 上 某 一 特定 的 数学 家 
的 名 字 时 ,我 们 遵照 一 般 惯 例 . 我 们 仍旧 称呼 Schwarze PER, Holder 不 等 式 以 及 
Jensen 不 等 式 等 ,尽管 这 些 不 等 式 还 可 以 追 湖 到 更 早 的 年 代 . 同时 ,我 们 也 没有 把 
所 有 小 的 增补 一 一 明白 地 列举 出 来 ,尽管 这 些 增补 对 于 不 等 式 的 绝对 完善 是 必 
要 的 . 

我 们 从 朋友 们 那里 得 到 了 大 量 的 援助 , G. A. Bliss, L. S. Bosanquet , R. Courant, 
B. Jessen, V. Levin, R. Rado ,1. Schur, L. C. Young, A. Zygmund 诸 先生 或 者 给 我 们 以 
批评 和 建议 ,或 者 为 我 们 提供 原始 资料 . Bosanquet 博士 Jessen 博士 .Zygmund 教 
授 阅 读 了 校 样 ,并 改正 了 诸多 不 妥 之 处 . 特别 应 当 指 出 的 是 ,由 于 Jessen 博士 的 建 
议 ,我 们 对 第 3 HA TAT MAM BIT. 我们 希望 本 书 现 在 可 以 在 相当 程度 上 免 
于 错误 ,尽管 它 包 含 了 大 量 的 细节 . 

Levin 博士 撰写 了 文献 目录 . 该 目录 包含 了 我 们 在 正文 中 直接 或 间接 引用 到 的 
全 部 图 书 和 论文 ,但 并 没有 超出 这 个 范围 之 外 . 


G. H. H. 
J. E. L. 
G. P. 
1934 年 7 A TAHR 


第 2 版 前 言 
本 书 再 版 时 我 们 对 正文 作 了 一 些小 的 修订 ,并 增加 了 3 个 附录 
J. E. L. 


G. P. 
1951 年 3 月 于 剑桥 和 斯 坦 福 
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第 1 章 $ 论 


1.1 有 限 的 .无 限 的 、 积 分 的 不 等 式 


选取 一 个 特殊 而 又 典型 的 不 等 式 作 为 贷 罕 本 章 讨 论 的 主题 是 很 方便 的 ,于 是 ， 
我 们 就 选取 了 Cauchy 的 一 个 重要 定理 , 即 通 常 所 说 的 “Cauchy REA". 
Cauchy 不 等 式 ( 定 理 7) 的 内 容 是 
(a,b, + ab 二 + a )* 
< (a, +a; +++ +a.) (6; +65 +--+ +63) (1.1.1) 
或 
(二 ob) < Lae D b>- (1.1.2) 
它 对 于 任何 实数 值 ea ,as ,oa beb, 都 成 立 . 我 们 称 a, ,… ,5,,… 为 该 不 等 
式 的 变量 . 在 这 里 ,变量 的 数目 是 有 限 的 ,而 此 不 等 式 表达 了 某 些 有 限 和 之 间 的 关 
系 . 我 们 称 这 种 不 等 式 为 初等 不 等 式 或 有 限 不 等 式 . 
最 基本 的 不 等 式 都 是 有 限 的 ,但 我 们 也 要 讨论 非 有 限 的 不 等 式 以 及 涉及 和 数 
概念 的 推广 的 不 等 式 . 在 这 种 推广 之 中 ,最 重要 的 是 无 限 和 


(LE3) 
及 积分 
jz)d (1.1.4) 


CHP a,b 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 ). 与 这 些 推广 相对 应 的 类 似 于 (1.1.2) 的 不 等 
式 是 


($ a,b,” < Da Db, (1.1.5) 
(或 求 和 范围 两 边 皆 为 无 限 的 类 似 不 等 式 ) ,以 及 
([A glad) < [f defie (x) de, (1.1.6) 


我 们 称 (1. 1. 5 ) 为 无 限 不 等 式 ,(1.1.6) 为 积分 不 等 式 ， 
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1.2 w 5 


我 们 常常 要 把 不 同 的 变量 集 加 以 区 分 ,例如 ( 1. 1. 2) 就 把 Gi ，G2 a, All bi 4 
b,,…,b, 这 两 个 集 区 别 开 来 . 用 一 个 简短 的 记号 来 表示 变量 集 是 很 方便 的 ,于 是 ， 
我 们 就 把 HE a, ,az …,a。 写 成 * 集 (ce) ”或 者 简写 为 " 诸 a”. 在 不 致 引起 误解 的 情 
况 下 ,我 们 习惯 性 地 把 求 和 记号 中 的 附 标 和 上 下 限 省 去 ,于 是 ， 

5 ayy 了 ay» > a, 
就 可 以 写成 
Da. 
因而 
(Sab)? < Ba dS’ (1.2.1) 
依照 上 下 文 含义 的 不 同 可 以 指 的 是 (1.1.2) 或 (1.1.5). 

在 积分 不 等 式 中 , 集 由 函数 代替 ,因而 在 从 (1. 1.2) 过 渡 到 (1. 1.6) 时 ,(a) 和 
(b) 就 分 别 由 三 和 g 代替 . 在 积分 中 ,我 们 也 常常 把 变量 和 上 下 限 略 去 , (1. 1.4) 可 
以 写成 

[ f de. 
因而 ,(1. 1.6) 就 写成 了 
(Jear) < [f°dx| gda. (i222) 


无 论 是 在 和 数 中 还 是 在 积分 中 ,变量 的 范围 都 在 各 章 或 各 节 之 首 预 加 说 明 ,或 者 可 
以 由 上 下 文明 确 地 推断 出 来 . 


13 正 不 等 式 


RANE BEE" IE” AGRO. 若 一 个 有 限 或 无 限 的 不 等 式 中 所 含 的 全 部 变 
量 e,0,… 和 此 为 非 员 实数 , 则 称 该 不 等 式 为 正 的 . 这 类 不 等 式 通常 都 把 一 个 显然 是 
更 一 般 的 ,对 于 所 有 的 实数 甚至 复数 a,5,… 都 成 立 的 不 等 式 作为 它 的 简单 推论 . 
例如 由 (1.1.2) 和 对 于 任何 实数 或 复数 都 成 立 的 不 等 式 
| Suls 也 |z|， (1.3.1) 
我 们 就 推出 


D 这 也 有 例外 ,比如 8.8 节 至 8. 17 节 中 的 例题 . 该 处 所 讨论 的 定理 的 “ 正 的 "情形 是 相当 浅显 的 . 


1.4 齐 次 不 等 式 3 


| Zab) < (Blallbl) < Tlal?= lal’, (1.3.2) 

在 这 里 , 诸 a 和 诸 4b 是 任意 的 复数 . 

将 定理 表达 成 基本 的 " 正 的 ”形式 通常 已 经 足够 ,因而 我 们 把 那些 推导 所 引申 
出 来 的 结果 留 给 读者 . 但 若 所 讨论 的 不 等 式 非 常 重要 ,我 们 有 时 也 把 它 明 确 地 表示 
成 最 一 般 的 形式 . 

对 于 积分 不 等 式 , 类 似 的 说 明 也 适用 . 独立 变量 x 是 实 变量 ,但 (如 同 求 和 变量 
vv 一样) 可 以 取 正 值 或 负 值 ,而 晃 数 /(x) ,g(x),…' 一 般 都 只 取 非 负 值 . 对 于 像 
(1.1.6) 这 样 的 一 个 不 等 式 , 它 对 非 负 的 /,g 都 成 立 , 相 应 地 就 有 更 一 般 的 不 等 式 


|f gds | < | Pdrjlgld， (1.3.3) 
它 对 于 实 变量 x 的 任意 复 函 数 f,g 都 成 立 . 
作为 指标 在 我 们 定理 中 出 现 的 数 k,1,r,s,… 都 是 实 的 ,但 一 般 可 取 正 负 号 . 
1.4 齐 次 不 等 式 


(1.1.2) 的 两 边 是 诸 a 的 二 次 齐 次 函数 ,对 诸 亦 然 . 一 般 说 来 ,我 们 的 不 等 
式 的 两 边 都 是 某 些 变 量 组 的 同 次 齐 次 取 数 . 因为 当 次 数 为 正 的 齐 次 函数 的 所 有 变 
ERAO 时 ,此 函数 为 0, 故 不 等 式 的 两 边 , 各 次 数 都 为 正 , 那 么 当 所 涉及 的 变量 组 
全 为 0 时 都 将 为 0, 因 而 相等 . 故 (1. 1.2) 当 所 有 的 a 或 所 有 的 5 为 0 时 化 为 等 式 . 

奶 果 上 下 文明 确 无 蚊 义 , 则 全 由 0 所 组 成 的 集 称 为 零 集 . 一 般 说 来 , 若 定理 中 
所 包含 的 变量 组 有 一 组 或 所 有 的 组 为 0 时 , 则 定理 中 的 <" 或 "=" 即 化 为 ”= 
有 时 ,等 号 仅 在 这 种 情形 下 出 现 . 但 更 常见 的 则 是 在 别 的 情形 下 出 现 ,例如 在 
(1. 1,2) 中 着 每 一 个 a 都 等 于 相应 的 5, 则 “="” 即 显然 出 现 . 只 要 有 可 能 ,我 们 将 仔 
细 地 把 等 号 出 现 的 情形 弄 清楚 . 

奉 不 等 式 在 某 些 变量 组 方面 具有 齐 次 性 ,那么 我 们 常常 可 以 对 这 些 变量 加 上 
77a Fh BY BR E ( 正规 化 ) 而 使 证 明 简 化 . 例如 ,2. 2 FT PAAR N, (a) 对 权 p 是 齐 
次 的 ,次 数 为 0, 于 是 ,若是 愿意 ,我们 总 可 以 假定 Zp = 1. 再 有 ,假若 我 们 希望 证 明 
当 0<r<s 时 ,有 

(a, +a, tee +a.) S (a) +a, 4° +a)” (1.4.1) 
(定理 19), 则 可 以 假定 a =1( 因 两 边 都 为 次 数 为 1 的 a 的 齐 次 式 ). 故 可 得 
a’ S l,a} = (a)” <a’, 

因而 Ze s Zo =1. 不 经 过 这 种 准备 性 质 的 正规 化 ,那么 证 明 就 要 是 

Ea‘) l/s 


e(r) = È i 4 a) =1 


4 第 1 章 + 论 


还 有 另外 一 种 意义 的 “ 齐 次 性 ”, 它 有 时 很 重要 . 现 将 (1.4.1) 和 (1.1.2) 加 以 

比较 . (1.4.1) 可 以 写成 
( Za)" <( Sa‘). (1. 4.2) 

上 式 两 边关 于 变量 都 为 齐 次 ,但 (1.1.2) 有 另外 一 种 齐 次 性 是 (1.4.2) 所 没有 的 : 
可 以 称 之 为 "关于 为 齐 次 ” , 即 若 将 三 作为 一 个 数 看 待 , 则 它 在 (1. 1.2) 式 的 两 边 
以 同样 的 方 次 出 现 . 

这 种 关于 三 的 齐 次 性 的 意义 在 于 : 若 将 (1. 1.2) 中 所 出 现 的 每 一 和 数 都 以 相 
应 的 平均 值 代替 , 即 若 把 它 写 成 

(L306) < (tz0)(L26), 

则 不 等 式 仍 成 立 . 这 种 齐 次 性 的 重要 性 在 2. 10 节 和 6. 4 节 中 将 会 显露 无 过 . Kik 
上 讲 , 具 有 这 一 性 质 的 不 等 式 总 有 一 个 相似 的 积分 不 等 式 ; 当 没有 这 一 人 性质 时 , 例 
如 (1.4.2) , 则 没有 相似 的 积分 不 等 式 . 


1.5 代数 不 等 式 的 公理 基础 


我 们 的 主题 是 很 难 确 切 定义 的 ,但 它 部 分 局 于 “代数 ” ,部 分 则 属于 “分 析 ". 代数 和 
分 析 , 正 如 同 几 何 一 样 ,可 以 利用 公理 化 方法 ， 与 其 如 同 在 Dedekind 的 实数 理论 中 那 
样 , 说 我 们 是 在 讨论 某 种 或 某 些 确定 的 对 象 ,不 如 像 在 射影 几何 中 那样 ,说 我 们 是 在 讨 
论 具 有 由 一 组 公理 所 界定 的 某 些 性 质 的 任何 一 组 对 象 , 我 们 不 打算 详细 地 考虑 主题 中 
各 个 部 分 的 “公理 学 " ,但 对 于 像 (1, 1.2) ,以 及 第 2 章 中 的 大 部 分 定理 ,虽然 它们 完全 是 
属于 代数 的 , 却 值 得 我 们 在 它们 的 公理 基础 方面 多 增 深 一 些 说 明 | 

可 以 只 取 寻 常 的 加 法 和 乘法 公理 来 作为 代数 的 公理 ,于 是 ,我 们 所 有 的 定理 在 
许多 不 同 的 域 ( 实 代 数 、 复 代数 或 者 关于 任意 模 的 莘 余 的 算术 ) 中 都 成 立 . 或 者 ,可 
以 加 上 有 关 线 性 方程 组 可 解 的 公理 ,保证 差 与 商 的 唯一 性 和 存在 人 性 的 公理 ,这 时 我 
们 的 定理 就 将 在 实 代 数 或 复 代 数 中 ,或 在 关于 素数 模 的 算术 中 独 成 立 . 

在 现在 的 主题 中 ,我 们 所 关心 的 是 一 些 不 等 的 关系 ,这 是 实 代数 所 特有 的 一 个 
概念 . 为 了 给 有 关 不 等 式 的 定理 奖 定 一 个 公理 基础 ,除了 已 经 说 过 的 公理 和 “未 定 
义 物 " 之 外 , 现 再 增加 一 个 新 的 未 定义 物 和 两 个 新 的 公理 . 我 们 取 正 数 这 一 -概念 作 
为 未 定义 物 ,又 取 下 列 两 个 命题 作为 公理 

] .aa 为 0, 或 @ 为 正 ,或 -Ga 为 正 ,而 这 些 可 能 性 是 相互 排斥 的 ; 

I]. 两 个 正 数 的 和 与 积 仍 为 正 数 , 
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1.7 证 明 的 选择 5 


若 -a 为 正 , 则 称 a 为 负 ; 若 ae -为 正 ( 负 ) , 则 称 a 大 于 (小 于 )4. 任何 一 个 代 
数 不 等 式 , 例 如 (1. 1.2) ,都 可 依据 这 一 基础 作出 . 


1.6 可 比较 的 函数 


对 于 函数 Ka) =f(a; a1,… an) g(a) =g8(ala as), 各 在 它们 之 间 存 
在 一 个 对 所 有 非 负 实数 a 都 成 立 的 不 等 式 , 就 是 说 ,对 所 有 此 种 a 都 有 fg 成 立 ， 
XM fee 成 立 , 则 称 此 三 和 8 为 可 比较 的 . 两 个 给 定 的 函数 并 不 常常 都 是 可 比较 的 . 
例如 两 个 不 同 次 数 的 正 齐 次 多 项 式 就 必然 是 不 可 比较 的 由 若 0<f<g 对 所 有 非 负 
的 a 都 成 立 , 且 两 边 都 是 齐 次 的 , WSA g 必 为 同 次 . 

这 一 定义 自然 可 推广 到 多 个 变量 集 的 函数 作 e,,……) 上 去 . 

本 书 全 书 都 在 讨论 枉 数 的 可 比较 性 问题 . 例如 诸 a 的 算术 平均 和 几何 平均 是 
可 比较 的 :名 (a) <U(a) (定理 9). 函数 如 (a +b) A Gla) + G(b) BI eR 
(定理 10). 函数 六 (ab) 和 (a) 妊 (5) 是 不 可 比较 的 ,它们 相对 的 大 小 取决 于 诸 a 
和 诸 b 的 大 小 关系 (定理 43). KA 

yo Eppla)), x (Zpx(a)) 

为 可 比较 的 充 要 条 件 是 , xy - 为 凸 的 或 四 的 (定理 85). 

讨论 形 如 

Zaa,” a." 

AP eRe AY EREN — TS EE eB, BY AE 2. 18 节 中 找到 ， 它 是 由 
Muirhead 得 出 的 ， 


1.7 证 明 的 选择 


本 节 中 各 个 部 分 所 使 用 的 证 明 方 法 采用 了 一 些 显然 属于 不 同 范畴 的 思想 方 
法 . 对 于 同一 个 定理 ,我们 常常 给 出 几 个 不 同 的 证 明 ,特别 在 第 2 章 中 是 如 此 . 这 里 
提醒 大 家 ,要 注意 一 下 我 们 所 使 用 的 方法 之 各 的 某 些 巨大 差别 

首先 ,第 2 章 中 许多 的 证 明 都 是 “严格 初等 的 " ,因为 它们 只 使 用 了 有 限 代数 
中 的 一 些 思想 和 方法 , 凡是 真正 重要 的 定理 ,我 们 原则 上 都 尽量 给 出 一 个 这 样 的 证 
明 ,只 要 它 的 性 质 允 许 这 样 做 . 

其 次 ,我 们 还 有 ( 即使 在 第 2 章 中 ) 许 多 证 明 ,它们 在 此 种 意义 上 不 是 初等 的 ， 
因为 其 中 包含 了 极限 和 连续 的 思想 . 我 们 也 还 有 (特别 是 在 第 4 章 中 ) 一 些 证 明 ， 


T 比较 2.19 节 . 
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它们 使 用 了 导数 的 一 些 标准 性 质 , 比 如 说 , 依 委 了 Rolle 定理 . 所 有 这 些 证 明 都 属 
于 初等 单 实 变 表 数论 的 范围 . 

最 后 , 当 在 第 6 章 中 处 理 积分 时 ,自然 要 利用 测度 论 和 Lebesgue 的 积分 论 . 我 们 把 
这 认为 是 读者 已 知 的 . 但 在 6.1 节 至 6.3 节 中 ,我 们 总 结 了 所 要 用 到 的 相关 理论 . 

有 时 我 们 也 求助 于 实 变 函数 论 中 比较 深奥 的 部 分 ,但 只 是 在 另外 一 种 证 法 中 ， 
或 是 在 那些 本 质 上 就 相当 困难 的 定理 的 证 明 中 才 这 样 做 , 例如 4. 6 节 利 用 了 多 元 
晒 数 的 极 大 理论 和 极 小 理论 ,第 7 章 利 用 了 变 分 法 中 的 方法 ,第 9 章 利 用 了 重 积分 
的 理论 . 我 们 没有 用 到 复 变 隙 数论, 虽然 在 最 后 几 章 中 ,为 了 说 明 问 题 , 我 们 也 稍微 
引用 到 它 ,但 引用 到 它 的 那些 章节 并 不 真正 属于 本 书 的 主体 . 

下 面 补充 说 明 一 些 更 多 细节 . 

(i) 按照 1.5 节 中 的 定义 ,Cauchy 不 等 式 (1. 1.2) 是 有 限 代数 中 的 一 个 命题 . 
依照 一 般 公认 的 原则 ,这 样 的 一 个 定理 应 当 只 用 它 所 从 属 的 理论 中 的 方法 来 证 明 . 

(ii) 我 们 将 不 断 遇 到 像 Holder KER 

Zab < ( Za')'“( Eb)" (1.7.1) 

(定理 13) RŽ EM, ERWEE — TAR k 的 值 有 关 . 着 上 为 有 理 数 , 则 此 定 
理 为 代数 的 ,因而 适用 于 (i) 中 的 说 明 . 车 上 为 无 理 数 ,a 就 不 是 一 个 代数 函数 , 因 
此 就 很 明显 ,不 可 能 有 一 个 严格 代数 上 的 证 明 . 

在 处 理 一 个 像 Holder 不 等 式 这 样 重要 的 不 等 式 时 ,我 们 和 希望 把 超出 代数 范 团 
的 措施 降 到 问题 的 性 质 所 必需 的 最 低 限 度 , 这 样 的 要 求 无 论 如 何 是 合理 的 . 显 而 易 
见 ,这 种 措施 将 取决 于 我 们 对 a 所 下 的 定义 . 可 以 把 a' 定义 为 exp( kina) ,在 这 种 
情形 下 ,自然 是 要 用 到 指数 函数 和 对 数 函 数 的 理论 . 假若 我 们 像 通常 那样 ,把 E 
义 作 e "的 极限 ,其 中 心 .为 趋 近 于 上 的 适当 的 有 理 数 , 则 此 极限 手续 就 应 当 是 我 们 
所 求 动 的 唯一 手续 . 

(i) 假如 说 ,在 采用 最 后 一 种 观点 时 ,我 们 已 经 对 于 有 理 的 夏 证 明了 形 如 
(1.7.1) 的 Hilder 不 等 式 , 则 经 过 取 极 限 ,就 可 推出 它 对 于 无 理 的 上 也 成 立 . 

但 这 样 的 一 个 证 明 常 常 不 能 满足 要 求 . 我 们 总 是 希望 证 明 一 类 比 (1.7.1) 更 
为 精确 的 定理 ,在 这 些 定理 中 (正如 在 定理 13 中 一 样 ) ,我 们 要 建立 严格 的 不 等 式 
(除了 某 些 已 指明 的 特定 情形 之 外 ). 在 取 极 限时 ,”< "ERT <” ,这样 , 我 们 就 
失去 了 讨论 等 号 何 时 成 立 的 机 会 (虽然 事实 上 这 和 有 理 的 情形 是 一 样 的 ) ,因而 这 
样 的 证 明 就 有 欠缺 . 因此 ,有 必要 安排 我 们 的 证 明 ,以 尽 可 能 避免 此 种 取 极 限 的 过 
程 . 当 我 们 逢 望 从 有 限 不 等 式 过 流 到 相应 的 无 限 不 等 式 或 积分 不 等 式 时 ,同样 的 困 
难 也 会 出 现 . 这 种 情况 在 本 书 内 将 处 处 碰 到 , 它 常常 决定 我 们 如 何 去 选 择 一 种 特殊 
的 证 明 途 径 . 

Giv) 选择 证 明 方 法 的 一 般 指 导 原 则 如 下 . 当 一 个 定理 既 简单 又 基本 时 ,比如 定 
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理 7,9,11 那样 ,我 们 就 用 几 种 不 同 的 方法 去 证 明 它 ,同时 注意 在 这 些 证 明 中 至 少 
有 一 个 符合 于 在 () 和 (中 立 下 的 规则 . 如 果 定 理 比较 次 要 或 者 很 难 , 或 者 一 个 满足 
这 些 条 件 的 证 明 可 能 很 元 长 而 繁琐 时 ,我 们 就 选用 一 个 看 来 是 最 简单 或 最 能 说 明 
问题 的 证 明 . 


1.8 主题 的 选择 


我 们 选择 主题 的 指导 原则 可 以 概括 如 下 . 

(i) 本 书 的 第 一 部 分 (第 2 章 至 第 6 AO) 系统 地 讨论 了 一 个 确定 的 主题 , 我 们 
的 目的 一 直 是 要 详尽 地 讨论 一 些 分 析 中 “日 常用 到 的 "简单 不 等 式 ( 包 括 与 它们 类 
似 的 不 等 式 和 推广 ). 其 中 有 3 个 是 基本 的 , 即 

(1) 算 术 平 均 和 几何 平均 的 定理 (定理 9); 

(2)Hölder 不 等 式 ( 定理 II); 

(3) Minkowski 不 等 式 (定理 24). 
因此 前 面 6 章 主要 讲述 这 3 个 定理 . 我 们 从 多 种 途径 来 证 明 它 们 . 第 2 章 处 理 有 限 
的 情形 ,第 5 章 处 理 无 限 的 情形 ,第 6 章 处 理 积分 的 情形 ,而 第 3 章 ( 它 包含 凸 范 数 
论 的 一 个 普遍 介绍 ) 则 主要 是 它们 的 推广 . 在 这 6 章 中 ,最 重要 的 是 第 2,3,6 这 3 
章 ,我 们 试图 作 一 个 全 面 的 而 在 某 些 方面 又 是 详尽 彻底 的 讨论 . 

(1) 本 书 的 其 余部 分 (第 7 章 至 第 10 章 ) 是 在 另外 一 种 指导 精神 下 写成 的 , 因 
而 必须 以 另外 一 种 标准 来 衡量 . 这 几 章 包含 一 系列 的 论述 ,它们 建立 在 前 面 各 章 更 
系统 的 研究 的 基础 之 上 . 我 们 并 没有 试图 把 它们 做 到 严整 各 完善 . 仅仅 是 把 它们 作 
为 某 些 现代 研究 领域 的 一 个 导 引 ,所 选择 的 主题 主要 取决 于 我 们 个 人 的 兴趣 . 

尽管 如 此 (或 者 说 因此 之 故 ) ,这 几 章 还 是 有 一 定 的 统一 性 的 . 在 实 变 或 复 变 
PBC 4, Æ Fourier 级 数论 中 ,或 是 在 正 交 展 开 的 一 般 理论 中 ,都 存在 着 大 量 的 现 
RAA, Hp” Lebesgue L* 类 "占据 着 中 心地 位 . 这 类 工作 要 求 相 当 熟 练 的 不 等 式 
的 技巧 ,还 会 到 处 用 到 Holder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 以 及 其 他 具有 同样 一 般 
性 质 的 比较 现代 和 比较 巧妙 的 不 等 式 . 目的 就 是 要 为 这 一 门 分 析 写 这 样 的 一 个 导 
引 ,使 得 它 可 以 被 认为 是 前 面 各 章 主 要 内 容 的 一 个 自然 的 延续 和 发 展 . 

QD 我们 的 兴趣 主要 是 在 实 分 析 的 某 些 方面 ,而 不 是 在 算术 或 代数 本 身 . 代数 
和 分 析 之 间 的 界线 常常 难以 划分 清楚 ,尤其 是 在 二 次 型 和 双 一 次 型 的 理论 中 是 如 
此 ,因此 在 取 低 之 间 我 们 常常 很 犹 重 . 但 我 们 总 是 把 那些 在 我 们 看 来 其 主要 兴趣 是 
在 代数 方面 的 那些 材料 全 都 舍弃 抒 . 


T 或 许 要 除去 第 4 章 中 的 某 些 部 分 . 
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我 们 也 排除 了 函数 论 本 身 , 不管 是 实 变 的 还 是 复 变 的 . 但 在 后 面 的 一 些 章节 
里 ,我 们 通过 刻画 出 我 们 的 定理 在 函数 论 方面 的 某 些 应 用 ,试图 说 明 它 们 的 重要 性 
和 意义 . 

于 是 (为 给 出 具体 的 例子 ) ,我 们 的 书 中 就 不 包括 : 

(1) 肯 定 是 算术 性 质 的 不 等 式 , 例 如 素数 论 中 的 不 等 式 ,或 者 是 给 出 具有 积分 
变量 形式 的 界 的 不 等 式 ; 

(2) 真正 属于 二 次 型 代数 理论 中 的 不 等 式 ; 

(3) 属 于 正 交 级 数理 论 中 的 不 等 式 ,例如 "Bessel 不 等 式 ”; 

(4) 属于 函数 论 本 身 的 不 等 式 , 例 如 "Hadamard 三 圆 定理 ”. 

同时 ,我 们 也 没有 对 几何 不 等 式 作 系统 的 讨论 ,虽然 常常 也 利用 它们 来 说 明 问 题 

有 些 读者 不 想 在 细节 方面 多 费 精力 . 对 于 这 类 读者 本 章 最 后 提 几 句 忠 告 ,可 能 
不 无 用 处 . 不 等 式 这 一 主题 虽然 很 吸引 人 ,但 却 要 求 我 们 ,至少 是 要 求 著者 ,在 细节 
方面 多 下 工夫 . 特别 是 要 把 例外 情形 去 掉 , 要 把 等 号 成 立 的 情况 完全 指出 来 ,要 把 
零 值 和 无 穷 值 的 惯常 处 理 方式 指出 来 . 一 般 说 来 ,我 们 刚才 所 说 的 读者 可 以 如 下 来 
简化 他 们 的 工作 :(1) 可 以 不 管 非 负 和 正之 间 的 差别 ,因而 他 所 关心 的 数 和 函数 依 
狭义 全 都 为 正 ;(2) 可 以 忽略 关于 “无 穷 值 "所 作 的 约定 ;(3) 可 以 假定 像 Holder 和 
Minkowski 等 的 不 等 式 中 的 参数 上 或 r 都 大 于 1;(4) 可 以 认为 ”对 和 数 成 立 的 东 
西 ,经 过 简单 的 修改 ,对 积分 也 成 立 "(或 者 反 过 来 ) 这 样 的 事实 为 理所当然 . 这 样 ， 
他 应 该 可 以 较为 轻松 地 掌握 主要 的 东西 . 

这 一 "轻松 阅读 "的 忠告 一 定 不 要 太 从 字面 上 去 理解 . 判 清楚 出 现 的 种 种 例外 
情形 以 及 用 以 判别 等 号 出 现 情形 的 一 些 普遍 原则 ,是 很 必要 的 . 要 把 像 Hölder 不 
等 式 这 样 的 不 等 式 中 等 号 出 现 的 情形 弄 清楚 ,并 不 只 是 一 个 学 院 式 的 练习 ,知道 了 
这 些 情形 就 可 以 为 发 现 深刻 而 重要 的 定理 提供 有 力 的 武器 ( 这 在 8. 13 节 至 8. 16 
节 中 表现 得 很 清楚 ). 每 位 读者 都 应 当 把 这 些 不 等 式 尽量 探 索 到 底 . 
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2.1 常用 平均 


下 面 讨论 由 = 个 非 负数 e( 或 bc,…) 组 成 的 序列 , 设 为 
@,,@,,°°*,@,,°°*,a,(a, > 0), (2.1.1) 
以 及 一 个 实 参 数 ", 暂 且 假 定 它 不 为 零 . 
我 们 用 (a) 表示 有 序数 列 (2. 1. 1). 当 我 们 说 "(a) 与 (8) 成 比例 "时 , 指 的 是 存 
在 两 个 不 同时 为 0 的 数 入 入 ,使 得 
Aa, = pb, (vy = 1 ,2，……,Pm). (2.1.2) 
可 以 看 出 , 零 集 , 即 每 一 a 都 为 0 的 集 (a) ,与 任何 (5) 都 成 比例 . 根据 我 们 的 定义 ,比例 性 是 集 与 
集 之 间 的 一 个 对 称 关系 ,但 不 是 可 传递 的 . 假若 将 零 集 除去 不 子 考虑 , 那 它 就 变 成 可 传递 的 了 . 
若 (a) 与 (48) 成 比例 , 且 都 不 为 0, 则 当 a, =0 Rt b, =0; 对 于 v 的 其 他 值 ,a,/b, 与 v HK 
4> 
M, = M(a) = (tze) = (Èa). (2.1.3) 
但 须 除去 下 列 两 种 情形 :(i)r =0, i) r <0 且 诸 a 中 有 一 个 或 几 个 为 0. 对 于 情形 
(已 ,此 时 (2. 1,3) 无 意义 ,可 以 定义 M, 为 0, 即 有 
M, =0 (r<0,¥%a H0).® (2.1.4) 
ARRE ERARAS KEFR, RE EA BS I A. 
特别 地 , 记 


A = Ala) = WM (a), (2.1.5) 
© = O(a) =M (a). (2. 1.6) 

ia , 记 
© = Ga) = aa, …a = Ila. (2. 1.7) 


FÆ, Ala), O(a) ,四 (oa) 分 别 为 常用 的 算术 平均 , 调 合 平均 和 几何 平均 . 
我 们 已 将 r =0 这 一 情形 除去 ,但 在 后 面 (2.3 节 ) 将 看 到 ,可 以 把 WM, 按照 惯例 解释 为 @. 一 
般 说 来 ,我 们 并 不 考虑 负 o ,但 不 在 符号 上 做 任何 限制 来 用 所 (ay 有 时 还 是 较为 方便 的 . 定义 仍旧 


D 车 容 许 无 限 值 , 则 对 于 正 的 + 还 有 一 种 相应 的 情形 , 即 车 + > 0, Reo HY, WM, =w. 
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不 变 . 
2.2 加 权 平 均 
我 们 常常 还 会 使 用 一 种 更 为 一 般 的 平均 值 方法 . 设 
人 (2.251) 
并 记 
M, = M,(a) = M(a,p) = (ZEE), (2. 2.2) 
Ep 
M, =0 (r<0,#%a HO), (2.2.3) 
© = G(a) = G(a,p) = (Mae). (2.2.4) 


(2.1.5) 式 和 (2. 1.6) 式 在 增添 符号 由 (ac,p) ,名 (a,p) 之 后 仍旧 有 效 . 2. 1 节 中 最 

后 所 作 的 论述 也 适用 于 此 处 推广 了 的 A 4 p, = 工 对 所 有 的 > 都 成 立时 ,加 权 平 均 
即 化 为 常用 平均 . 

这 些 平均 对 p 来 说 都 为 0 次 ,而 且 是 齐 次 的 . 不 妨 假定 Zp =1. 此 时 ,我 们 将 用 

4 代 p, 于 是 

i M (a) = M, (a,g) = (Eqa) (Sq =1), (22.5) 


G(a) = G(a,q) = Ila? (Eq =1). (2.2.6) 
我 们 的 公式 不 会 经 常 明显 地 提 到 所 加 的 权 , 但 总 是 可 以 作 这 样 的 理解 : 若 平 均值 之 
间 相 互 作 比较 时 , 则 这 些 平 均值 都 由 同样 的 权 所 构成 . 
常用 平均 为 加 权 平 均 的 特殊 情形 . 另 一 方面 ,具有 可 通 约 之 权 的 加 权 平 均 乃 是 
(由 为 一 组 a 构成 的 ) 常用 平均 的 特殊 情形 . 盖 由 齐 次 性 ,我 们 总 可 以 假定 所 加 之 
权 为 整数 . 于 是 ,在 常用 平均 中 将 每 一 数 代 以 一 组 适当 的 相同 的 数 , 则 由 此 即 可 导 
出 具有 整数 权 的 平均 ,具有 不 可 通 约 的 权 的 平均 可 以 认为 是 常用 平均 的 极限 情形 . 
下 列 显 而 龟 见 的 公式 将 反复 用 到 . 


M,a) = [M(a")]”, (2:2:7) 

G(a) = e%lna), | (2.2.8) 
eee SEARA 

M_ (a) = M(17a)’ (2.2.9) 

Mi (a) = [WM (a) ]”. (2.2.10) 


假设 (2.2.8) 中 a >0. 在 其 他 公式 中 若 有 一 附 标 为 负 , 则 也 假定 a > 0. 在 适当 的 规 
定之 下 ,这 些 公式 也 可 推广 到 包括 已 经 除外 的 情形 . 又 ,我们 有 
Ala +b) = Wa) +A), (252.41) 


2.3 (a) HRA 1 ] 


G(ab) = G(a)G(b), (2.2. 12) 
M(b) =kM(a), Æ (b) = k(a) (2.2. 13) 

( BNSF b, =ka, HPA 5 rv 无 关 )， 
G(b) =kGla), Æ (b) = ka), (2.2. 14) 


Mla) SM, (b), Ha, <b, HAG v RA. (2.2.15) 
2.3 M, (a) 的 极限 情形 


我 们 用 
ming, max a 

表示 a, 的 最 小 值 和 最 大 值 . 

定理 1 mina<M (a) <max a, 除 非 所 有 的 a 都 相等 ,或 r<0 且 有 一 a HE. 

在 这 里 以 及 以 后 所 有 定理 的 叙述 中 ,我 们 都 作 这 样 的 理解 :说 某 不 等 式 除非 某 
些 条 件 得 到 满足 否则 都 成 立时 ,这 意味 着 在 该 除外 情形 下 ,至 少 有 一 个 不 等 号 退化 
成 为 等 号 . 比如 说 ,在 这 里 , 若 所 有 的 a 都 相等 , 则 min a = Wi (a) = max a, MER 
一 种 除外 的 情形 下 , 则 有 min a=W, (a) Smax a. 

现 就 4 做 成 我 们 的 平均 ,因为 

Sq(a-A) = 0, 

故 或 者 有 每 一 个 a 都 等 于 所 ,或 者 a -U 至少 对 一 个 a 为 正 ,对 另 一 个 a 为 负 . 此 
即 证 明了 该 定理 对 r=1 成 立 . 

对 于 一 般 情形 ,可 假定 a>0, 或 r>0, 因 为 对 于 其 他 情况 ,定理 是 显然 的 . 于 是 

(M, (a)] = Ala’) 

在 (min a)’ Al( max a)” 之 间 ,这 就 证 明定 理 在 一 般 情形 下 也 成 立 . 

定理 2 除非 所 有 的 a 都 相等 或 有 一 个 a 为 0, 否 则 总 有 min a <G(a) <max a. 

在 第 二 种 除外 情形 之 中 ,我 们 有 名 =0. 车 大 >0, 则 

n( &) = 1, 

因此 ,或 者 每 一 个 a RAG meRDA—TPaXKT © 而 另 一 个 ea 小 于 G. 

定理 3 lim M, (a) = Ga). 

车 每 一 个 a 都 为 正 , 则 


M, (a) = exp( “in 2 qa‘) 
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= exp{—In[ 1 +rigqina + o(7*)]} 


— exp( Zalna) = [at = Ga), 当 r 一 0. 
BART a H0,b 表示 某 一 正 的 a,s 为 与 4 相对 应 的 g, 则 当 rr 一 +0 时 ， 
M,(a,q) = (Eqa) = (Ts) = (Es) M (b,s)—0, 
Ay M(b,s)-G(b,s)AHSs<l. %r <0}, M, SO ARRA O, M4 -o0 t 
结果 仍 成 立 . 
我 们 的 证 明 根 据 的 是 指数 落 数 和 对 数 消 数 的 理论 . 2. 16 节 将 指出 如 何 敌 出 一 
个 比较 初等 的 证 明 ,假如 有 此 需要 的 话 . 
定理 4 lim M, (a) = max a, lim DM, (a) = min a, 
a, 为 最 大 的 a ,或 为 最 大 者 之 一 , 且 r>0, 则 有 
qi ai sM (a) Sa, 
由 此 立 得 第 一 个 等 式 . 共有 某 一 个 上 为 0, 则 第 二 个 等 式 显然 成 立 ; 若 不 然 , 则 由 
(2.2.9) 式 即 可 得 出 . 
现在 约定 
M, (a) = Gla), M.(a) = maxa, M_.(a) = mina. (2.3.1) 
在 此 约定 之 下 ,我 们 有 
定理 5 M (a) <M (a) <M, (a) 对 所 有 有 限 的 r 者 成立, 除非 所 有 的 a 
都 相等 ,或 rs0 且 有 某 一 a 为 0. 


2.4 Cauchy 不 等 式 


下 面 的 定理 虽然 是 定理 16 的 一 种 特殊 情形 ,但 在 这 里 证 明 它 还 是 比较 方便 些 . 
定理 6 若非 所 有 的 a 都 相等 ,否则 总 有 V,(a) <VMi,(a) (r>0). 
此 不 等 式 即 是 
( Epa')’ < Sp Spa”, 
而 此 不 等 式 乃 是 下 述 非 常 重要 的 定理 的 一 种 特别 情形 . 
定理 7 (Zab) <E Eb ,除非 (a) 与 (5) 成 比例 9 
这 是 由 于 


Ea? Eb - (Zab)? = — > (a,b, - a,b,)”. 
pia 


D 此 即 平 常 所 谓 的 Cauchy 不等式: 参见 Cauchy[ l.p. 373). 与 此 相应 的 积分 不 等 式 (定理 181 ) 通常 称 
为 Schwarz 不 等 式 , 虽 然 似 乎 是 Buniakowsky 首先 给 出 的 :会 岂 Buniakowsky [1, p. 4 ] , Schwan 
[2,p. 251]. 
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另外 一 个 证 明 如 下 . 对 于 二 次 型 
Z (za + yb)? =x? Za +2xyTab+y Zb’, 

除非 存在 不 同时 为 0 AY x.y, fi xa, + yb, =0 对 所 有 的 v BARI, AM KAR 
所 有 的 x,y 都 为 正 ,因而 其 判别 式 为 负 . 

欲 得 定理 6, 只 须 分 别 以 和 a 代替 a Mb. 

定理 7 可 推广 如 下 : 

定理 8 
$a? Tab … Lal 
: : : > 0, 


Sia Tl - TP 
Ae aE RA (a), (b), (DRM, PRAETTE AO OM x,y,--- wh xa, + yb, +--+ wl, 
=0 对 所 有 的 y 都 成 立 . 

定理 7 的 两 个 证 明 都 可 推广 来 证 明定 理 8: 玻 可 以 把 此 行列 式 表 成 行列 式 的 平方 和 ,也 可 以 
考虑 x,Y,…,w 的 非 负 二 次 型 

E (xa + yb + + wl)?. 

我 们 不 想 详细 讨论 ,因为 对 于 与 行列 式 和 二 次 型 有 关 的 不 等 式 作 任何 系统 的 讨论 ,都 会 越 出 本 书 
范围 之 外 . 


2.5 算术 平均 定理 和 几何 平均 定理 


现在 来 讨论 不 等 式 这 一 主题 中 的 一 个 最 着 名 的 定理 . 
定理 9 Ga) < 站 (a) ,除非 所 有 的 a 都 相等 . 
所 要 证 明 的 不 等 式 可 以 写成 下 列 两 种 形式 之 一 : 


stead Puts +P e 
a'a? -a < (PSLE tecn) ies (2.5.1) 
Pi PeF Pa 
aafaa” < Eqa (232) 


(在 这 里 , 仍 有 2gq=1). 

这 个 定理 很 是 重要 ,因此 我 们 打算 给 出 几 个 简单 性 和 一 般 性 不 一 的 证 明 . 其 中 
有 两 个 是 在 这 一 章 给 出 的 :第 一 个 完全 是 初等 的 ;第 二 个 依 琅 于 定理 3, 因 此 ,在 现 
阶段 它 要 依赖 于 指数 函数 和 对 数 函 数 的 理论 . 以 后 (2. 16 节 ) 将 指出 如 何 也 把 这 一 
证 明 转 变 成 更 严格 符合 1.7 节 中 的 原则 . 

(j)® $r a, #0, Wa? 


© Cauchy[!,p. 375]. 
2 Euclid[ 1:8 5, V 25). 
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有 zm) » Go -oY TEEL rS, 
2 2 


因而 有 


(ws 
sh PAE @, 二 人 2 =@, =a, ,否则 不 等 号 至 少 有 一 处 成 立 . 重复 此 项 论证 m TKR, AE 
所 有 的 a 都 相等 , 则 有 
(2 + a, + 


Aia ttam < ym 


此 即 (2. 5. 1) ,不 过 此 时 权 都 为 1,n 为 2 WIRE 
Ait n 为 小 于 2” 的 一 个 数 . 取 
b =a, b, = Gr = Qa’ 


W, (2.5.3) 


a, ta t ee. 


bis = b, ,2 aa. cere, bom = 


并 运用 (2. 5.3) 于 56, 则 得 
ga A” <(* +b, + 7 ae _ k + (2” =)" _ 9" 


或 
aa a, < W, 
除非 所 有 的 b( 因而 所 有 的 a) 都 相等 ,此 即 具有 单位 权 的 (2. 5. 1). BALE A 
的 , 则 利用 2. 2 节 中 所 说 的 步骤 , 即 得 (2. 5. 1). 

若 权 是 不 可 通 约 的 ,可 代 之 以 一 组 可 通 约 的 近似 值 , 然 后 对 此 近似 权证 明 
(2.5.1) ,再 取 极 限 . 在 此 过 程 中 ,”<“" 变 成 了 “ 大” ,这 样 一 来 ,我 们 育 先 未 得 到 一 
个 完全 的 证 明 . 可 以 完成 这 一 证 明 如 下 . 记 

1 
Hp q’, >0,9 ,>0, 且 9 , 为 有 理 数 . 于 是 
r= 2q,, = g, 
都 为 有 理 数 , 且 r +r" =1. 我 们 已 经 证 明 (2. 5. 1) 当 诸 p AARAA <” R 
在 任何 情形 下 对 “ <” ARR. 因此 
; tay ET May 2g 
Ila’ < Ea la” < erg, 


1 ed á oe 
Ma’ = Tla’ Tla" < (7 24’) (F240) <Egqgai+Zqa= Eqa. 
完成 这 一 证 明 的 男 一 种 方法 是 由 R. E. A. C. Paley 给 出 的 . 这 是 依据 定理 6. 由 该 定理 和 公 
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式 (2. 2. 10) ,以 及 前 面 所 证 明 的 ,可 得 
Ala) = M,(a) > Mi(a) = W (a?) > Ga?) = Ga). 
(i)? 由 定理 6 和 定理 3 ,可 得 
YM(a) = Mt (a) > Wir (a) > Wii (a) > … > lim Wt, -(a@) = Ga). 
1X — TENA A HR LAB Gn A — uP SE SE. 可 以 看 出 ,我 们 只 用 到 定理 3 
中 r 经 过 一 特殊 序列 2" 趋 于 0 这 一 特别 情形 . 


2.6 平均 值 定理 的 其 他 证 阴 
2. 14 节 至 2. 15 节 以 及 2.21 节 将 重新 回 到 定理 9. 这 里 对 此 定理 的 通常 形式 


( 即 具 有 单位 权 的 情形 ) 的 其 他 证 明 作 一 些 论 述 . 
(i)? EW a 不 全 相等 , 令 


a, = mina < maxa = a,. 
EH a, Ma, 各 代 之 以 (a1 +a), Ala) 并 不 改变 . 但 
(L2) > aa, 
2 


故 O(a) HX. 
今 设 我 们 变动 诸 a EA RAR, SPE ER a (a° ) EO 取 极 大 值 ， 


® Sehlömilch Í 1]. 
DO 这 个 证 明 是 本 定理 的 一 切 证 明 中 最 为 人 邹 知 的 ,是 属 于 (就 我 们 所 能 追查 到 的 而 育 ) Maclaurin[ 2 | 
的 . Maclaurin 以 几何 的 请 言 叙 述 本 定理 如 下 AFR BD AB 分 成 任意 多 个 部 分 AC, CD, DE EB, W 
当 所 有 这 些 部 分 互 为 相等 时 它们 的 积 取 极 大 ”. 他 的 证 明 主 要 就 是 我 们 在 正文 中 所 说 的 . 这 一 证 明 
又 为 许多 后 来 的 学 者 重新 发 现 . 例 如 Grebel 1 1 ,Chrystal( [1] ,p.47). 
Cauchy 的 证 明 (2.5 节 ) 可 以 认为 是 Maclaurin 证 明 的 一 种 比较 精巧 的 形式 ,因为 他 是 就 4 = 2" 
这 一 特 妹 情形 利用 类 似 于 Macluurin 的 方法 还 明 本 定理 的 . 一 般 说 来 ,Macluurin 的 证 明 不 是 一 个 "有 
R RED] EMR NPR. CRA Weierstrass 关于 连续 函数 取 极 大 值 的 定理 . 这 当然 被 Maclaurin 
视 为 理所当然 (他 的 许多 后 挫 者 ,如 Grebo, Chrystal 等 ,也 是 如 此 ). 
BE HY Weierstrass 定理 是 可 能 的 ,但 需要 花费 相当 多 的 篇 巾 . TB LPF a ,a2 ;al ,a3:… 是 
第 1,2… 次 重复 使 用 Moclaurin 手续 时 所 得 到 的 集合 中 的 最 小 值 和 最 大 值 , 旭 当 3 增 大 时 ,ai SK, a 
增 小 . 于 是 


di 一 ACE 0- 


不 难看 出 ,重复 n 次 这 一 手续 圳 癌 将 最 大 a 与 最 小 a 的 差 至 少 编 小 一 半 , 因 而 四 -a < 本 (os oak 


NIE a, -aj}—0,a, =a). 于 是 可 知 ,所 有 的 a 全 都 趋 于 同一 极限 所. 这 就 得 出 本 定理 的 一 个 证 明 , 但 却 
蚌 一 个 比 正文 中 所 给 出 的 要 复杂 得 多 的 证 明 . 
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M a 必 相 等 . 否则 我 们 可 以 像 上 面 一 样 地 用 另外 的 一 组 来 代替 而 使 儿 更 大 . 因 
HG 的 极 大 值 为 所 ,而 且 此 极 大 值 仅 当 诸 a 都 相等 时 才 取 得 . 

要 证 明 存 在 一 (a" ) , 令 

中 (al ,aaG ) = aaa a (nA -a, -… -a,..). 
则 p EAR 
a, 三 0.…,d 20, aqata tetany < nll 

中 连续 . 因此 它 对 此 域 中 的 某 一 组 值 a ea RK. 

若 将 @ 保持 为 常数 ,而 将 ce Ma, 各 代 以 /aiaz , 则 可 得 一 类 似 的 证 明 . RNA 
望 读者 作出 这 一 证 明 . 

(ii) Cauchy 的 证 明 有 一 变形 , 它 体现 了 某 种 逮 辑 价值 . 

一 般 的 归纳 证 明 是 从 n 到 n+1, 命 题 p(n) 的 真实 性 由 下 列 两 个 假设 推出 : 

(a)P(n) Ri P(n+1); 

(b)P(n) 对 n=1 成 立 . 
还 有 另外 一 种 证 明 方 法 ,可 称 之 为 " 反 向 归纳 "证明. 依据 这 种 证 法 ,命题 P(e) MARRS FT 

(a')P(n) B® P(n-1); 

(b’) PCn) 对 无 限 大 的 n 成 立 . 

Cauchy 的 证 明 可 以 安排 成 为 后 一 种 形式 的 一 个 证 明 . 首先 ,Cauchy 对 n=2” 证 明了 (b ). 其 
次 , 若 此 定理 对 ASF MA a, ,03,…,a, -1 的 算术 平均 , 则 运用 此 定理 于 个 数 al ,…， 
| A BNF 

A = (一 一 一 — A= : | > aj@ a, WL. 

故 对 n -1 也 成 立 . 

Gi)? 定义 c Ma, Wi), MAA MU Ala, +a, -ASRR a, A a, FEU I 
然 保持 不 变 ,而 

Wa, +a, - WM) -a,a, = (W-a,) (a, - A) >0, 

因而 GK. 重复 此 种 手续 , 则 至 多 经 过 m -1 步 之 后 , 即 可 得 到 一 组 e, 其 中 每 一 
ABS FU. AER O <N. 

这 一 证 明 多 少 有 一 点 精巧 ,但 却 完全 是 初等 的 . 还 有 另外 一 种 证 法 ,即将 a, 和 
a, 分 别 代 之 以 G A a,a,/G. 我 们 将 此 留 给 读者 . 

0Y) 该 定理 还 有 一 些 归 纳 性 的 证 明 : 参 见 (例如 )Chrystal[ 1,p. 46] ,Muirhead[3]. 有 一 个 简单 
EHF? BO <a, Sa, <+- <a, ,a, <an, A, 各 ,是 就 前 v 个 a 作成 的 ,又 设 已 经 证 明了 
©,- 2G, _,. FE PEM], a, >A, X 


D 关于 这 些 证 明 , 可 参见 Sunn[1,p.3] ,Crawford[ 1] , Briggs and Bryan[1,p. 185 ] , Muirhead{ 3] , Hardy 
[1,p.32]. 
镑 ”另外 一 个 属于 R. Rado 的 简单 证 明 放 在 本 章 之 末 ( 定 理 如 ). 
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o (n-1)%, +a, 
7 n 
将 上 式 两 边 自 乘 = 次 ,由 于 n>1, 则 得 


MW > UW, + nl Sa Dect = a, A = a, G7, = G. 


a, a Aai 


+ = by + 


(V) 另外 一 个 有 趣 的 证 明 是 最 近 由 Steffensen[ 1,2] 得 出 的 . 它 是 从 下 面 的 引 理 出 发 : 著 对 所 
Ath v.a,_,<a,,b,_,<b,,e,<b,, Mita; Sb, WAR, ab 不 减少 , 且 除 a =b KS yi 
时 a, =b, 这 种 情形 外 ,为 增加 . 此 引 理 可 由 下 面 的 恒等式 立刻 得 出 : 

[ Sa+(b; -@,))[ 2O+ (a, -b,)) = Sadb+(b -a;,)[( 2b-b)-( Za-a;)]. 

要 推出 平均 值 定理 , 可 将 它 写 成 

(a, +a, te" +a, ) (a ta, +++ +a,) Sa, tay ++ +a, ) "(a tay +--+ +4, ). 

PHBE a, <a <…<a, (这 是 可 以 做 到 的 ) ,并 将 左边 第 一 因子 中 的 n -1 个 项 分 别 与 其 余 各 - 
1 个 因子 中 的 一 项 交换 , 则 得 

(ay +a +t +a) (ay +a +e + ay) (a tay + + qa.). 
由 引 理 ,上 式 比 原 式 大 ,除非 所 有 的 a 都 相等 . 重复 此 项 论证 即 得 定理 . 

WW 定理 9( 或 在 本 节 中 讨论 的 特别 情形 ) 的 男 外 的 证 明 将 在 2. 14 节 、2.15 节 、2.21 节 .3.11 
节 以 及 4.2 节 中 给 出 . 


2.7 Hilder 不 等 式 及 其 推广 


下 一 组 定理 以 定理 11(Hilder HBR) Wee, 
定理 10 (a), (b), (DA mW, SA nr PHM 
Gia) + Gib) ++ + GL) < Gla +h 4+-- +1), (2.7.1) 
除非 (a) ,(b) ,,(1) 中 每 两 个 都 成 比例 AAA v RH a, =b, =- =l, =0. 
此 定理 表明 ,着 gq =1, 则 


arap ear + br breebe +e + <(a +b, + +1, )" (a, +b, teel)” 


除非 矩阵 


的 每 两 列 都 成 比例 ,或 有 一 行 都 为 0. 所 有 各 列 都 成 比例 ( 即 每 两 列 都 成 比例 ) 的 充 


D 严格 说 来 ,Halder 不 等 式 万 是 定理 14 或 定理 13 的 (2.8.3). 不等式 (2.7.1) 是 由 Minkowskif[ 1 ] ， 
p- 117) 针 对 两 个 组 和 相等 的 权 明 确 地 提出 的 ， 
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要 条 件 为 ;对 任意 信和 za - a,b, =0,a,c, - a,c, = … 而 此 条 件 也 是 所 有 各 
行 都 成 比例 的 充 要 条 件 . 记 住 这 一 点 ， es oth IT 列 位 置 互 换 的 情 
况 加 以 改变 ,是 将 91.9;,… ,9 写成 a,B,…,A, 即 可 看 出 定理 10 相当 于 
定理 11 若 a,B,…,A 为 正 , 且 a+B+… +A =1,8) 
Zasl < (La)" (Lb) (SLA, (2.732) 
除非 集合 (a) (b), >, (CL) 都 成 比例 ,或 者 有 一 个 集合 为 0， 
等 号 成 立 的 条 件 也 可 表 为 :有 一 个 集合 与 其 他 所 有 的 集合 都 成 比例 ( 零 集 与 所 有 
其 他 的 集合 都 成 比例 ). 有 一 集 为 0 的 情况 是 显然 的 ,因而 在 证 明 中 可 以 不 去 管 它 . 
在 这 里 ,我 们 又 给 出 两 个 证 明 . 
(i) 由 定理 7， 
(Sab)? < Sa’ SB’, 
除非 (a) 与 (b) 成 比例 . 因此 ， 
(Sabed)* < (Sab)? (Eed Y <= La THT Td, 
不 等 号 至 少 在 一 处 成 立 , 除 非 (a),(5) ,(c),(d) 都 成 比例 0. 重复 此 项 论证 , 则 可 得 
( Zabel)” < Yo Eh- TI", (2.7.3) 
式 中 共有 2” Ha), (b), RERE RRE AB A AN SS a ve. 此 即 
等 价 于 当 每 一 指数 都 为 2 时 的 (2.7.2) 
今 设 M 为 任 一 小 于 2” 的 数 , 并 设 (g) 为 第 M PSR. 行 (ab…g) 不 为 0, 则 定义 
B-L 为 
A? = a", e, C7 =pg (M 个 集 )， 
H” = K” = = L = abeg (2" -M PR), 
因而 AB---L =ab---g. 3 FA(2. 7.3) F A,B, ,上 L, 则 得 
(Sabeeeg)™ < Save Se" ( Sab---g)™ 
或 
(Sab-g)“ < Xa“ 5b“ Sg", (2.7.4) 
除非 集合 (4),(B8)、…,(L)( 从 而 集合 (a),(5),…,(g) RREA. 此 即 相 当 于 每 
一 指数 都 为 1/M 时 的 (2.7.2). 我 们 已 经 假定 过 (ob…g) 不 为 0; 关 其 为 0, 则 
(2.7.4) 显 然 成 立 , 因 (a),(5),…:,(g) 中 没有 一 个 为 0. 
今 荐 a,B,… 为 有 理 数 , 则 可 记 


其 中 oa',B',…: 都 为 整数 , 且 Za' =M. 运用 (2.7.2) (指数 都 为 1/W) 于 由 个 同样 


T 零 集 除外 ,现在 比例 性 具备 了 传递 性 :参见 2.1 节 ， 
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的 a 集 ,B' 个 同样 的 b 集 ,等 等 所 组 成 的 殉 个 集 , 则 得 (2.7.2) ,其 指数 为 a,B,… 

最 后 ,车 w,B,… 不 全 为 有 理 数 , 则 可 代 之 以 和 数 为 1 的 有 理 近 似 值 . 然后 就 这 
些 有 理 指 数 做 成 (2. 7.2) ,再 取 极 限 . 在 此 过 程 中 ,”<“ 退 化 为 "和 ,因而 如 同 2. 5 
节 () 中 一 样 ,我 们 还 不 能 立刻 得 到 一 个 完全 的 证 明 . 可 以 完成 这 一 证 明 如 下 . 令 
a=al+oB=pB+B ,其 中 所 有 的 数 都 为 正 , 且 附 标 为 1 的 数 都 为 有 理 数 . 若 
La, =ol, La, =oy ,因而 er +o =1, H. P =a" hb? -e PP =a b+, 于 是 有 

Zab- = SPUP? = (LP)" (ETP,)™. 
H a ,8, ,… 为 有 理 数 , 故 
DP, 一 F gt. < ( Sa uel ( SI) 

MFIP, ,也 有 类 似 的 不 等 式 ,但 仅 ” 大 ”成立 , 合 并 我 们 的 结果 即 得 (2.7.2). 

(i) 可 以 从 定理 9 推出 定理 11. 事实 上 ,我 们 有 (因为 没有 一 个 集合 为 零 集 ) 


> Go a, pP 1 \? 
(Say*(36)%= (27 7 Èh Sa) (se) “CS 
< Saf +B + tay) 
=a+B+…+A = | 


其 中 ,等 号 仅 当 
a, b, l, 7 
co Sh a (pv = 1,2,---,n). 
时 成 立 , 亦 即 仅 当 (ae) Cb) (0 成 比例 时 成 立 . 
可 以 看 出 ,不 管 a,B,… 是 有 理 数 或 无 理 数 ,在 我 们 的 证 明 中 ,除了 定理 9 的 证 
明 中 所 出 现 的 极限 手续 外 ,就 不 再 包含 另外 的 极限 手续 ,该 证 明 的 原则 同 下 面 由 


Francis and Littlewood[1]9 以 及 了 . Riesz[ 6] 独 立 得 出 的 定理 13 的 证 明 是 相同 的 
2.8 Hilder 不 等 式 及 其 推广 ( 续 ) 


若 假定 r 关 0, 并 将 定理 11 PH a,b, ,i 分 别 代 以 qa” ,qd”,… ql” , 则 得 
定理 12 车 r,a,B,…,A 都 为 正 , 且 @+B+… + 和 =1, 则 
M (abl) < Mg (a) Mab) MR, (1) , 
Beak (a) (bE), (2 ) 成 比例 ,或 右边 有 一 因子 为 0. 若 r<0, 则 不 等 式 改变 符号 . 
可 以 看 出 , 当 r>0 时 ,第 二 种 除外 情形 仅 当 集 (a),(5),… 中 有 一 个 为 零 集 时 
FRE: mH r <0 时 ,只 须 某 一 集中 有 一 数 为 0 即 可 出 现 . 当 r=0 时 ,在 任何 情况 


D 参见 Hardy[8]. 


20 第 2 章 初等 平均 值 


下 等 号 都 成 立 . 
经 常会 看 到 , 当 只 涉及 两 组 数 时 ,使 用 记号 
bt = — (2.8.1) 
较为 方便 ,其 中 上 & 为 不 等 于 1 的 任何 实数 . 关系 (2. 8. 1 ) 也 可 以 写成 对 称 形 式 
(= Dt Stel (2. 8.2) 


(4k=0,k' =0 时 ,最 后 一 种 形式 不 可 能 ). RITER k Mk HHH. 
定理 13 设 k0,k 关 1 RT k, N 


Zab < (Za) (Eb )'*(k > 1), (2.8.3) 
除非 (a*) 和 (6" ) 成 比例 ;又 
Sab > (Zat) (Ebt) (hk <1), (2. 8.4) 


除非 (a') 和 (b" ) 成 比例 或 (qb) 为 0. 
Cauchy 不 等 式 ( 定理 7) 为 k=k' =2 时 的 特殊 情形 ,此 时 上 与 其 自身 共 思 . 


(i) 设 k>1, 则 (2.8.3) 为 定理 1 的 一 种 特例 ,此 时 共有 两 组 字母 ,而 a = 二 


B =r 这 就 是 通常 的 Holder KBR. 


(ii) 设 0<k<1, 因 而 k <0. GRAF b AO, WANE 2.1 节 中 一 样 ,(2.8.4) 右 
边 的 第 二 因子 解释 为 0, 因 而 (2. 8. 4) 成 立 ,除非 (ab) 为 0. 车 每 个 5 都 为 正 , 则 定 
六 1 上 u,v 为 


l = 1/k, 
因而 
l>l, k =-kl'; 
X 
u = (ab), v=o", 
因而 


ab =u, ai =u, bë =v". 
FÆ, (2.8.4) HACIA A (2. 8.3), ABW u,v, l RE a,b, k 例外 情形 就 是 (ww ) 
Al(v') , 即 (6) 和 (B ) 成 比例 . SHB A tt ( AA b ES WIE) (a) 和 
(六 ”) ,因而 集 (a ) 和 (6 ) 成 比例 . 
而 着 k<0, 则 0<k'<1. 将 a 与 6 交换,k 与 交换 , 则 此 种 情况 即 化 归 为 (ii). 
(和 都 包含 在 (2. 8.4) 之 中 . 


D Hölder{ 1]. Holder 将 此 定理 表 成 一 个 不 大 对 称 的 形式 ,这 在 稍 早 一 些 已 由 Rogers[ 1] 得 出 . 
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车 作 适 当 的 规定 , 则 这 些 不 等 式 对 于 例外 情形 k=0,k=1 仍然 成 立 . Bk =0, 

k' =0 ,我 们 必须 将 (2. 8.4) 解 释 为 
a,b, + a,b, + +a,b, > n(a,---a,b,--+b,)'. 

车 上 =1, 可 以 将 上 解释 为 + % 或 - o. 在 前 一 情形 下 ,我们 将 (2. 8.3) RRA 
Zab < max ba; 而 在 后 一 情形 下 , 则 将 (2. 8.4) 解 释 为 Za > min b da. 请 读者 自 
己 把 等 号 成 立 的 情形 挑选 出 来 . 

可 以 把 (2. 8.3) 和 (2. 8.4) 合 并 成 一 个 不 等 式 

(Sab)™ < (Sa‘')*( 5b" )* (k#Æ0,k #1). (2.8.5) 

鉴于 Holder 不 等 式 极为 重要 ,这 里 将 改变 我 们 一 向 的 惯例 ,明白 地 说 出 关于 
复数 ,5 的 派生 定理 . 

定理 14 #k>l, RMT 

| Seb|< (Flat) F CE Jolt)”, 

等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 (la 1) 和 (115 上) 成 比例 , 且 arg a,b, 5r 无关. 

证 明 所 需要 的 附加 说 明 只 有 

| Sab| < = ladl, 

除非 arg a,b, 与 v 无 关 . 可 以 认为 0 的 幅 角 任意 . 

下 述 定理 是 定理 13 第 一 部 分 的 一 种 变形 ,有 时 可 称 之 为 ”Hslder 不 等 式 的 道 定理 ” 

定理 15 A>) kK’ RMF k, B>0, Mla <A 成 立 的 充 要 条 件 为 :对 于 所 有 
使 得 Zh <BR b, MATS ab <A B. 

由 (2.8,3) ,条 件 是 必要 的 . Boa’ > 4, 则 可 以 选择 b, 使 得 Eb =B, 且 使 
(5 ) 与 (@ ) 成 比例 . 于 是 

S ab = ( sa‘ jra ( Sh a > dey ada 

因而 条 件 为 充分 的 . 

定理 15 在 确定 Za 的 上 界 时 常常 是 很 有 用 的 . 任何 基于 此 定理 的 论证 ,总 可 
转变 为 只 包含 一 个 特殊 的 (56) 的 论证 ,不 过 这 里 所 表达 出 来 的 形式 , 它 具 有 任意 的 
(b) ,有 时 是 比较 方便 的 2 


2.9 平均 值 N, (a) 的 一 般 性 质 


现在 可 以 来 证 明 一 个 定理 , 它 使 得 2.3 节 至 2.4 节 中 的 某 些 定理 变 得 完善 了 ， 
而 且 可 以 取代 它们 . 


D 比较 6.9 节 及 6.13 WP. 
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定理 162 #r<s, i 
M (a) < Ma), (2.9.1) 
除非 所 有 的 a 都 相等 ,或 s<0 HARA a HO. 
我 们 已 经 对 下 列 几 种 特殊 情形 证 明了 本 定理 :(1)r = - %m (定理 5),(i)s= 
+%m( 定 理 5) Gi) r=0,s =1 (SERB YO) Gv) s =2r( EM 6). 
先 设 0<r<s, 并 令 r=sa, 于 是 0<aw<1; 又 令 
pa =u PP=2 
因而 v>0 H pa” = (pa’)*p'* =u ,于 是 ,由 定理 11 ,有 
Sue < (Bu) (Ev), (2.9.2) 
除非 u,/v, 与 > 无 关 , 亦 即 a, 与 > 无 关 , 因 此， 
(2ee) < (Ze ~ 
=p =p 
JHB (2.9.1). 
rs 和 0 且 有 某 个 a 为 0 的 情形 是 显然 的 ,可 以 不 去 管 它 . BET a 都 为 正 , 且 
r=0 <s, 则 由 定理 9 和 (2.2.7) ,可 得 
[M (a)]' = [Gla)]* = Ga’) < Ala’) = [WM (a) J’. 
余下 的 两 种 情形 ,r <s <0 和 r<s=0, 根 据 (2.2.9) 即 化 为 已 经 讨论 过 的 情形 , 
定理 17% #0<r<s<t, i 
M < (MEY CME ) (2.9.3) 
除非 所 有 异 于 0 的 a 都 相等 . 
我 们 将 参数 限制 为 正 ,因为 负 值 或 0 会 带 来 许多 麻烦 ,不 值得 作 系统 的 钻研 
可 以 记 
s =ra+t(l-a) (0 <a<1). 
该 不 等 式 于 是 就 成 为 
Daa < (20a) (2a) T 
& u =qa ,v=ga', 这 就 化 为 定理 11 的 一 种 特别 情形 . 等 号 成 立 的 条 件 是 (&) 与 (2) 
成 比例 ,而 这 显然 是 等 价 于 在 定理 的 叙述 中 所 说 明 的 . 读者 应 当 分 辨 出 定理 16 和 
定理 17 中 等 号 成 立 的 条 件 有 何不 同 . l 
以 后 (3.6 节 , 定 理 87) 我 们 将 看 到 ,定理 17 可 以 用 一 种 更 简明 的 形式 表 出 .… 


© Schlimilch[ 1]. 参见 Reynaud and Duhamel[ 1 ,p.155] 以 及 Chrystal[ 1 ,p. 48]. 
© Liapounoffl 1,p.2]. 
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2.10 和 数 ©, (a) 


(i) > 
©, = ©,(a) = (Za) (r > 0). 
我 们 只 限于 讨论 r 为 正 的 情形 ,而 对 于 r<0 这 一 情形 ,请 读者 自己 把 构造 关于 ©, 
的 理论 这 一 任务 当成 一 个 练习 去 完成 
定理 18 若 0<r<s<t, 则 


S < (S)HE, (2. 10. 1) 
REENA HTO 的 a 都 相等 . 
这 基本 上 和 定理 17 是 同一 定理 . 事实 上 ， 
S (a) =n WM, (a), (2.10.2) 


平均 值 凯 ,(c) 是 就 单位 权 做 成 的 ,而 (2. 10. 1) 就 化 为 (2.9.3) ,n AREAS. 

定理 17 和 定理 18 之 间 的 共同 之 处 主要 可 以 这 样 来 说 明 , 即 (29.3) 和 (2 10. 1) 是 依 
1.4 节 中 的 第 二 种 意义 ( 即 记 号 ) 为 齐 次 的 . 关于 和 数 ,有 一 个 与 定理 16 相对 应 的 定理 ， 
但 在 该 定理 [此 系 由 下 面 的 (2 10.3) 表 出 ] 之 中 ,不 等 号 反 了 过 来 ;(2 10.3) 关 于 三 是 非 齐 
次 的 , 它 与 (29.1) 的 关系 并 不 像 (2. 10.1) 与 (29.3) 的 关系 那样 

定理 19? 若 0<r<s, 则 
© (a) < © (a), (2. 10.3) 
除非 所 有 的 a 除了 一 个 之 外 都 为 0. | 

因为 此 不 等 式 关 于 a 为 齐 次 , 故 可 假定 Za = 1,8) S, =1% 于 是 ,对 每 一 个 z 
都 有 a, <1, AMA a Sa, 及 

Za s Xa = 1. 

耕 不 止 一 个 a 为 正 , 则 至 少 有 一 个 正 的 a 小 于 1 ,因而 不 等 式 成 立 . 定理 19 通常 叫 
做 Jensen 不 等 式 . 

(ii) 现在 添上 与 定理 4 和 定理 3 相对 应 的 关于 S, (a) 的 定理 

定理 20 %& r—oœ 时 名 一 max a. 

定理 21 Sr>0H,S 0 ,除非 所 有 的 a 除了 一 个 之 外 都 为 0. 

定理 20 可 从 (2. 10.2) 和 定理 4 得 出 . 要 证 明定 理 21 ' 内 须 注意 到 Za = 
N+o(1) 即 可 ,其 中 刘 HE a 的 个 数 . 


© Pringsheim[ 1 ] ,Jensen[ 2]. Pringsheim 把 它 的 第 二 个 证 明 归 功 于 Liroth. 
© 可 参见 1.4 节 中 关于 这 一 证 明 所 作 的 说 明 . 
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Gi) 由 定理 19 ,结合 定理 11 ,可 得 下 述 的 Jensen e. 
定理 22 若 a,B,…,A 为 正 , 且 a+B+… + 入 >1, 则 
Yas*bp...P < (Sa)*(Tb)F + ( SL)*, 
除非 有 一 个 集合 中 的 所 有 数 都 为 0, 或 每 个 集合 中 的 所 有 数 除 了 一 个 之 外 都 为 0， 
而 且 在 后 一 种 情形 下 ,其 为 正 的 数 有 着 相同 的 秩 ( rank). 
S a =ka', B=kB' , e HEP k>, H a +B'+…=1. 若 a =A,b*" =B,- WH 
定理 11 和 定理 19, 有 
Zabt- 


SA" BP LY < ( BA)" (YEB)2 (ZE) 
(Ta (SP) = CS gt ED. 
不 等 号 总 在 某 一 处 成 立 ,除非 两 个 定理 中 等 号 成 立 的 条 件 同时 得 到 满足 . 

Gv) 很 自然 地 考虑 加 权 和 数 

T, = T, (a) = T, (a,p) = ( Epo’). 

很 明显 ,不 可 能 存在 一 个 形 如 (2.9. 1) BR (2. 10.3) 的 一 般 关 系 , 因 为 当 p, =1 M,Z, 即 为 定理 19 
中 的 S, HH Zp, =1 时 即 为 We, 在 这 一 个 方向 上 可 能 出 现 的 情形 是 由 下 面 的 定理 解决 的 . 

定理 23 关系 


定 , SX, (0 <r <s) (2. 10. 4) 
对 给 定 的 权 p 和 所 有 的 a ARAM AREA Ips. 此 时 不 等 号 总 成 立 , 除 非 (a) 为 0 或 Zp= 
1 且 所 有 的 a 都 相等 . 
关系 
et, (O<r<s) (2. 10. 5) 
对 给 定 的 权 万 及 所 有 的 Ga 都 成 立 的 充 要 条 件 是 ,p, 宇 1 对 所 有 的 了 都 成 立 . 此 时 不 等 号 总 成 立 , 除 
非 (a) 为 0, 或 a >0,pi =1 而 其 余 的 a HAO. 
(i) 著 对 每 一 个 vy 都 取 a, =1, MT, = ( Zp)“,(2.10.4) 仅 当 Zp<<1 时 才能 成 立 . 若 此 条 
件 成 立 , 且 r=sa, 则 0<a<1, 因 而 有 
Zpar = S{pa)p* < ( Spa')*( p) ™ < ( Zpa')*, 
此 即 (2. 10.4). 等 号 成 立 的 条 件 显然 即 为 所 述 . 
(ii) 若 取 a, =1 HARA a 0, T, =p, (2. 10.5) 124 pp >1 时 成 立 . 若 此 条 件 满 足 ， 
4 s =B, Am B>1, FRE Spa" =1( 根 据 齐 次 性 ,可 以 这 样 做 ) , 则 对 每 一 个 >,pa" <1, A 
Zpa' = X (pa')fp'P < X(pa’)? < Epa’, 
此 即 (2. 10. 5). 等 导 成 立 的 条 件 显 然 即 为 所 述 . 


2.11 Minkowski 不 等 式 
下 面 的 定理 是 定理 10 的 一 个 推广 . 


© Jensen[2]. 
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定理 24 设 r 为 有 限 的 且 不 等 于 1, 则 

M (a) +M, (b) + +M) >M, (a+b+ +1) (r>1), (2.111) 

M (a) +M, (b) + +M (E <M (athe +1) (r<l), (2112) 
Aala), (b), e, (1) RH, A r0 且 对 某 一 个 pv,a, =b, =… =1, =0. 

4 ral 时 ,对 任何 a,b, ,等 号 都 成 立 . 定理 10 万 是 r=0 这 一 特别 情形 . E 
要 的 结果 当 r = wm 或 r= - o 时 仍然 成 立 ( 而 且 是 显然 的 ) ,只 不 过 等 号 成 立 的 条 件 
需要 另 加 叙述 . 我 们 把 它 留 给 读者 . 

现 取 带 有 q 的 平均 ,并 令 

atb+--t¢l=s, Mis) = 9， 
于 是 有 
S = Eqs = Zqas + 2qbs +- + 了 gs 
二 (qa) Cii Pes a D (ql) Cue ee 
首先 , 设 r>1. 把 定理 13 中 的 (2. 8.3) 运 用 到 右边 各 和 数 , 则 得 

S < (Ega )™ ( Ses’) VP pee = STL (Eqa) ++]. (2. 11.3) 
fs 1.49 4 ( ga’) ,( qb") ,… 全 与 (gs) 成 比例 时 成 立 , 也 就 是 仅 当 (a) ,(b) ,… 成 比例 
时 成 立 . 因 5 为 正 (除非 每 一 集 都 为 空 集 ) ,这 就 证 明了 (2. 11. 1)™. 

其 次 ,假定 0 <r<1. 除非 所 有 的 集 (a),(5),… 都 为 空 集 ,否则 总 有 某 一 个 v 
使 * >0. 车 对 某 一 个 特定 的 v, 有 s, =0, 则 a, =b, =… = =0, 于 是 就 可 将 该 v 略 
去 不 予 考虑 . 因此 ,在 讨论 时 就 可 以 假定 s, >0 对 所 有 的 v 都 成 立 . 这 样 一 来 ,由 定 
H 13 的 (2. 8.4) 即 得 (2. 11.3), 只 不 过 不 等 号 反 了 过 来 ,而 证 明 则 可 如 前 得 出 . 

最 后 ,假定 r<0. 车 有 某 个 s, 为 0, 则 所 有 的 平均 都 为 0, 因 此 可 以 假定 对 所 有 
的 v 都 有 s, >0. BART a, HO, M, (a) =0, 因 而 可 将 文字 a 略 去 2. 在 讨论 时 
可 以 假定 a,8,… 都 为 正 , 所 有 的 一 切 都 可 由 定理 13 的 (2. 8.4) 得 出 . 

当 诸 q 都 相等 时 ,可 得 

定理 25 若 r 为 有 限 的 , 且 不 等 于 0 或 1, 则 

[Earb+t el) < (Bo) + CST) (r > 1), 
| (2.11. 4) 
[S (arbrat > (se) 44 (Ss) Get), 
(2.115) 
Adla), (b), ++, (1) RIE, Hr <O BEA v,a, b, l, HHO. 


© 这 一 证 明 属 于 F. Riesz[1,p.45]. 
@ 这 里 用 到 了 (2.2.15). 
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(2. 11.4) 通 常 称 为 Minkowski AAR. 定理 24 只 是 表面 上 比 定理 25 更 广泛 
一 些 , 因 为 车 将 a,8,… 代 以 p“a,p“b,…, 则 它 可 从 定理 25 得 出 . 

定理 24 可 以 用 一 种 非常 好 的 对 称 形 式 表 出 ”. 

定理 26 设 观 表示 关于 附 标 以 所 取 的 带 有 权 pp 的 平均 , 驶 ”表示 关于 此 
所 取 的 带 有 权 q, 的 平均 ;又 设 0<r<s<om. 则 

MOMA (a) < MOM” (a), 

除非 ae = 如 cv 

这 一 结果 对 于 满足 r<s 的 所 有 r,s 普遍 上 成立, 只 不 过 要 对 等 号 成 立 的 情形 加 
以 详细 说 明 ， 

PUZ O <r <s < 来 证 明 本 定理 ,而 将 其 他 情形 留 给 读者 . 当 r<0 或 r 与 ;中 
有 一 个 为 无 穷 时 ,关于 等 号 的 成 立 有 着 许多 补充 情况 . 

4 s/r=k>1,p,a’, =4, 则 所 要 证 的 不 等 式 即 为 


[ot Enos) < Èp Aae] 
或 
[Ea $ 4,)'1" 2 Zi > 
K Sq =1 时 ,此 式 即 化 为 (2 11. 1) ,又 因此 式 关于 q 为 齐 次 , 故 无 此 条 件 时 亦 成 立 


2.12 Minkowski 不 等 式 的 伴随 不 等 式 


下 述 定理 万 是 定理 25 的 一 个 类 似 定 理 , 不 过 比较 简单 . 
定理 27 若 r 为 正 , 且 不 等 于 1, 则 
>Z(a+b+…+l)” > Sai + SH +--+ SY (r>1), (2.12.1) 
Sl(at+b+… tly < Eat DH +e + TI (Oe r<l), 
(2. 12.2) 
除非 每 一 集 a,,b,,…,l(p=1,2,…,n) 中 所 有 的 数 除 一 个 之 外 都 为 0. 
此 定理 由 定理 19 立 可 得 出 ,因为 如 果 ( 比如 说 )r >1, 则 


D Minkowski! | pp. 115-117]. 

2 定理 26 是 在 1929 Eh A. E. Ingham 先生 告诉 我 们 的 . Minkowski 不 等 式 的 这 一 提 法 亦 由 Jessen 独立 
地 得 出 ,发 表 在 他 的 论文 [1j 中 - 这 篇 以 及 他 其 后 的 论文 [2j 和 [3] 中 包含 了 许多 有 趣 的 推广 :参见 
定理 136 和 定理 137. 

加 ”我们 在 这 里 没有 遵守 通常 对 于 o 所 作 的 规定 , I 不 一 定 为 1( 虽然 我 们 在 证 明 此 不 等 式 时 ,是 把 它 
转变 为 一 个 可 以 假定 了 gq = 1 的 不 等 式 来 证 的 )， 
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(aa+p+…w+l) >a +b tee el, 
除非 所 有 的 a,6,…,! 除 一 个 之 外 都 为 0. 我 们 要 注意 , (2. 12.1) 和 (2. 12. 2) 的 意 
义 和 (2. 11.4) 和 (2. 11.5) 的 方向 是 相反 的 . 
实际 应 用 中 通常 需要 把 (2.11.4) 和 (2. 12.2) 结 合 起 来 使 用 , 即 
定理 28 #r>0, H 
[YY(a+p+…+i) ]? < (Za) + (SH) + + OSI, 


其 中 当 0 <r<l 时 及 =1. 当 r>] 时 R=. 


2.13 诸 基 本 不 等 式 的 解说 和 应 用 


(i) Hilder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 的 几何 解释 
Hilder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 的 两 个 特别 简单 的 情形 是 
(xx tyy as) < (xi typed) (ab tye), (2.13.1) 
(x, +%,)° +4, +7)? + 2) tz, <x ty ta + Vr +y ae (2.13.2) 
当 变 量 取 任 何 实数 值 时 它们 都 成 立 , 反 映 了 这 样 的 两 个 事实 , 即 (1) 一 个 实 角 的 余弦 
在 数值 上 总 是 小 于 1 的 ;(2) 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 . 除非 在 (1) 中 辐 量 (xi ,yi， 
2 ) 和 (xz ,ya 022) 平行 (方向 相同 或 相反 ) ,在 (2) 中 这 两 个 向 量 平行 且 同 向 . 
Minkowski 不 等 式 的 常用 形式 是 (3. 13.2) Æ n 维度 量 空间 中 的 一 个 推广 ,该 
空间 的 距离 定义 为 
P Pi = (|x, -zl + ly, -yy| +2) (r>1). 
(2. 13. 1) 的 一 些 最 明显 的 推广 并 不 是 得 之 于 对 于 一 般 的 r PB IY Holder 不 等 
式 , 而 是 联系 着 r=2 这 一 情形 从 另外 一 个 方面 进行 推广 的 . 
定理 29 若 Zauwxix,( 其 中 av =an) 为 正二 次 型 (系数 是 实数 ,但 不 一 定 是 正 
教 ) , 则 


Lr 


( Dary,) < La,x x, Za,y,y,, 

rar (x) (y) 成 比例 ， 

该 定理 可 由 

Za, (Ax, + py,) (Ax, + 1y,) 

为 正 这 一 事实 立刻 得 出 :比较 定理 7 的 第 二 个 证 明 . 它 在 几何 上 表示 (2. 13.1) Æ n 
维 空间 中 的 一 个 推广 ,这 个 维 室 间 具有 斜 坐标 区 有 一 非 欧 测 度 . 

欲 阐明 定理 15 i k=2,A =Ë B=1 FF RRA. 于 是 ,该 定理 即 谓 , 若 一 
问 量 沿 任何 方向 的 射影 之 长 不 超过 /, 则 该 向 量 之 长 不 超过 / 
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(ii) Hadamard 定理 2 
下 面 的 定理 所 涉及 的 也 是 一 组 实 的 但 不 一 定 为 正 的 数 a 
定理 30 设 D 为 一 行列 式 , 其 元 素 为 

Get = 1 ,2,..,n), 


D < Zai Da Eal. (2.13.3) 


Qian + aaan ++ +a,a,, =O (2.13.4) 
AARE py ( BP pun A2 13.3) 的 右 端 项 有 一 因子 为 0 时 才 成 立 . 
该 定理 的 几何 意义 是 :n 维 空间 中 校 柱 的 蛋 积 不 大 于 过 同一 个 顶点 的 诸 校 之 
积 , 且 等 号 仅 当 诸 校正 交 或 有 一 校 为 0 时 才 成 立 . 
设 Zcwxiz,( 其 中 cu =cw ) 为 一 正二 次 型 ,又 设 A 为 一 行列 式 ,其 元 素 为 cv， 
则 方程 
ci 一 人 C12 


“| =0 (2. 13. 5) 


H n PIER? HAMA Ze, ,其 积 为 A. 因此 ,由 定理 9， 


A< (Statte) (2.13.6) 
若 cu >0 IIRA RY u BR , RY A 
2 = Cutt, 
也 为 正 . 看 将 (2. 13. 6) 运 用 于 此 二 次 型 , 则 得 
A < Cen" Coy (2. 13.7) 


这 实质 上 就 等 价 于 Hadamard 定理 . 因为 二 次 型 
E (al xi +a% + +a)? = Le,,%,,%, 
为 正 , 除 非 D=0. X A=D H 
Cy = Ay ta, + +a), 
故 (2. 13. 7) 即 为 (2. 13.3). 
欲 使 (2. 13.6) 中 的 等 号 成 立 ,(2. 13.5) 中 所 有 的 根 必 须 相 等 ,而 这 仅 当 凡 关 > 


时 ,cv =0, 且 cu 与 上 无 关 时 才 可 能 . 因此 , 欲 使 (2. 13.7) 中 的 等 号 成 立 ,必须 对 于 


D Hadamard[ 1 ]j 考 虑 了 复元 索 的 行列 式 , 定 理 30 早先 已 为 Kelvin BM JF Muir[ 1] 证 明 . 
2 参见 Bcher| 1. p. 171], 
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1 天 pr, 有 Co =0,H C5 u ER. 最 后 的 条 件 必 然 成 立 , 因 为 Ce =1, 而 Cn =0 即 
Cuy =0 ,此 即 (2. 13.4). 
若 用 Hermite 型 代替 二 次 型 ,本 定理 也 可 推广 到 复元 素 的 行列 式 上 去 . 其 他 的 
推广 已 由 Schur [2] 作 出. 
下 述 关于 (2. 13.7) 的 巧妙 证 明 是 由 Oppenheim” 得 出 的 . Oppenheim 的 论证 不 
仅 证 明了 (2. 13.7) ,从 而 证 明了 Hadamard 定理 ,而 且 还 证 明了 下 述 由 Minkowski® 
和 Fischer® 分 别 得 出 的 不 等 式 (2. 13. 8 ) 和 不 等 式 (2. 13.9). 
任何 两 个 正二 次 型 Zcaxixzs 和 也 duxixxs ,都 可 用 一 个 具有 单位 行列 式 的 线性 变 
换 同时 化 为 平方 和 @ ,不 妨 设 为 Zcj 罗 ,了 工 相 六 ,其 中 cd 为 正 . 于 是 (ca + dy) 
xx, MER E (c, +d,)y; ,而 这 些 二 次 型 的 行列 式 1ics1,… 满 足 关系 
le,l=Me, Idgl=Mld, | ca +di =T(c, +d,). 
因此 ,运用 定理 10 于 集合 (c,),(d,), 则 得 
[el + da l Sl ea +d l”. (2. 13. 8) 
今 设 4 的 距 阵 是 从 的 距 阵 先 用 -1 REN r 行 ,然后 再 用 -1 RER r 列 得 
出 的 人 . 于是, 如果 我 们 用 2 除 (2. 13. 8) ,并 将 其 自 乘 m 次 , 则 得 
leg l =l £i Ca | El Cuen le ap teen |， (2. 13.9) 
HEH lenen | Ble, PA EAR r 阶 子 式 ,1c,,1,.1. IA PAN n-r 阶 余子 
A. 重复 此 项 论证 ,将 (2. 13.9) 右 端 项 的 各 个 因子 代 以 两 个 因子 ,如 此 下 去 ,最 后 
BGR (2. 13.7). 
(in) 2E BF a HE 
BA 与 8 为 两 个 n 行 n WH ACR «50, ACR ARR. Bi 
PFA +B 与 BA 的 元 素 分 别 定 义 为 
a, +b,, ba, +b 30, + °° +b 


pm np" 
定理 312 SHH A 的 模 141 定 义 为 


| Al =/2\a,|’: 


T SA, A. L. Dixon[ il]. 

2 Oppenheim{ 2]. 

P Minkowski[ 2]. 

D Fischer[ 1]. 

© Bocher[1,p. 171]. 

© 因此 ,dz 乃 是 由 caxtixs HAM x; ,2,(4,k =1,2,--- SPIRE —2,, -a 而 得 出 的 ( 故 当 
Zeat, 为 正 时 亦 为 正 ). 

T 参见 Wedderburn] l]. 
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1\A+BistAl+l BI, | BAIS! BILAL. 
前 一 个 不 等 式 乃 是 定理 25 当 r =2 时 的 一 个 直接 推理 ,第 二 个 不 等 式 可 从 定理 7 
得 出 ,因为 


2 2 2 
》 | bati + + ba,1 < 》 | 
fe 


pepy 

v) i FLAT P HAS 

基本 不 等 式 在 初等 几何 中 有 着 不 少 的 应 用 ,我 们 现在 从 中 引述 一 些 ( 留 给 读者 作为 习题 )， 

定理 32 给 定 周 长 为 2p 的 三 角形 ,其 面积 当 三 边 a, b, e 相等 时 取 棚 大. 

[运用 定理 9 于 p -a,p-b,p-c.] 

EHD ”车 直 村 柱 的 表面 积 已 经 给 定 , 则 其 体积 当 此 棱柱 为 立方 体 时 为 最 大 . 

[ 设 这 某 一 顶点 的 三 条 楼 为 ,b,c, 并 运用 定理 9 于 beca, ab. 对 于 rn 维 空间 中 的 棱柱 ,也 有 
一 个 类 似 的 定理 :着 所 <n, 又 着 上 维 边 界 的 表面 积 已 经 给 定 , 则 当 此 楼 柱 为 直 术 柱 且 其 诸 楼 相等 
时 ,其 体积 为 最 大 . 可 运用 定理 9 和 定理 30 并 结合 行列 式 中 的 一 些 恒等式 来 证 明之 . ] 

定义 ”车 一 要 锥 之 底 外 切 于 一 辕 , 又 著 其 底面 上 的 高 的 重 足 即 为 此 轿 的 园 心 , 则 称 此 棱锥 为 
-ERR 

在 直 校 锥 中 ,各 侧面 上 的 高 都 相等 , 且 对 底面 都 有 同样 的 倾角 . 

定理 34 设 所 给 的 两 术 久 有 相等 的 高 ,其 底 县 有 相等 的 面积 和 周 长 . 车 其 中 一 为 直 机 和 挫 , 另 
一 个 不 是 , 则 前 者 的 面积 小 于 后 者 . (Thuilier[ 1 ,p, 116] ) 

(Wh HA, b, 为 底 的 一 边 之 长 p, JEEE b, 的 牌 线 长 , 则 后 一 校 锥 的 侧面 积 为 
+ Eb, h? + p= > +y ( Ehb,)? + (Epb, ) 
(由 定理 25 的 (2. 11.4) ) ,除非 所 有 的 p, 都 相等 . ] 

(V) 初等 分 析 中 用 到 的 某 些 不 等 式 

下 面 的 两 个 定理 容易 从 定理 9 推出 ,它们 在 指数 函数 和 对 数 图 数理 论 中 甚 为 重要 ， 

TMI H$E> -由 ,0<mc<n, 则 


(1+£)" <(1+ 4). 
RG E<m, H] 
(1 - £)” > (| -£)". 
定理 36 BE>0,6¥1,0<m<n, 8 
n(e' ee 1) < mE" -}). 


由 定理 9, 可 得 


(三 站 < (1 rE) xl = 1 + 去， 


车 志 <m, 可 用 -E ACH E. 此 即 证 明了 定理 35. 若 将 定理 36 中 的 6 代 以 (1 sE) , 则 该 定理 由 定 
理 35 即 可 得 出 , 
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2.14 诸 基 本 不 等 式 的 归纳 证 朋 


我 们 的 基本 定理 是 定理 9、 定 理 10( 或 定理 11) ,定理 24( 或 定理 25) ,简称 之 
为 G,H,M. 我 们 从 G Fih HO A H 导出 M,G 是 日 的 一 种 极限 情形 ,H 是 M 的 
一 种 特别 情形 ,或 M 的 先行 定理 . 

G 的 最 简单 情形 是 : 

定理 37 (G,) 

ab? < aa +bB (a+B =1). 

我 们 先 来 证 明 ,G 可 从 Go 用 归纳 法 得 出 . 

假设 我 们 已 对 m 个 字母 a,8,…,k( 或 对 任何 较 少 的 数目 ) 证 明了 G, XE 

a+tB+… +k+A=l,a +B+'"*+K=0, 
则 对 两 个 字母 和 对 m 个 字母 利用 G ,可 得 

aK = (a bP k ye 

<(a bP k Jo +l Saat bB +:… +kr+là. 
最 终 的 结果 中 等 号 仅 当 
an bp kh = a=b=.…=k 

时 亦 妈 所 有 的 字母 都 相等 时 成 立 . 因此 ,G 对 m +1 个 字母 成 立 . 

H 和 M 的 最 简单 情形 是 : 

定理 38 (Ho) 

arbi + asbs < (a, +a,)*(b, + 6,)? (a+B =1). 
定理 39 (M,) 
[ (a, +b)" + (a, +b)] < (a, +a)” + (6 +b)” (r>1) 

( 当 r<1l 时 ,不 等 式 反 号 ). 将 我 们 从 G 得 出 H HAA HO M 的 推导 方法 加 以 特 
殊 化 , 即 可 从 Ge 得 出 Bo, 从 Hy 得 出 My. 也 可 以 利用 归纳 法 从 H, 和 My 推出 H A 
”M ,但 因 这 些 归纳 的 证 明 对 于 我 们 的 论证 无 关 紧 要 ,所 以 下 面 只 大 致 描述 一 下 . 

(i) 我 们 有 

ajbi + 人 所 +a3 的 过 (al + a,)*(b, + 6b,) + af bf 
< (a, +a, + a,)*(b, +b, +b)’. 

这 项 手续 可 反复 进行 , 且 不 难 弄 清楚 等 号 出 现 的 情形 . 于 是 可 得 定理 1 13 中 的 
(2. 8.3)( 对 于 各 有 7 个 数 的 两 个 集合 的 H). : 

其 次 ,车 a+B+y=1,a+B=o, 则 有 


D 虽然 也 给 出 了 H 的 一 个 独立 的 证 明 . 


32 第 2 章 初等 平均 值 


Dabe! = Ta bey) dt < (Lab )7 ( Ee)’ 
< (Ya)*( Eb)? ( Ec)’. 
这 一 手续 也 可 反复 进行 ,由 此 即 得 出 一 般 形式 的 H. 
也 可 以 从 别 的 方面 施行 归纳 法 , 即 先 增 加 集合 的 个 数 . 由 此 所 得 到 的 界 于 两 者 
之 间 的 推广 (对 于 各 有 两 个 数 的 任意 多 个 集合 的 H) 值 得 分 开 来 叙述 . 
定理 40 若 @a+B+…… +A =1, 则 
ate 14 + as 的 人 < (a, +a) Cb, +b), +h), 
除非 a,/a, =b,/b, =… =1,/l, RA—-KRSH O. 
(ii) 同 理 , 也 可 以 从 两 个 方面 推广 M. 一 方面 有 
[ (a, +b, +c) + (a, +b, +c) 
< (a, ta) +[(b, +c) + (b, +e) ]” 


< (aj +05) + (b; +b)" + (ef +e)", 


LF 


男 一 方面 有 
[ (a, +6) + (a, +b) + (a, + 6,)°]'” 
< |[(a +a) + (b +b ] + (a, b) | 
< (aj +a, +a) + (b, +b, +b)”. 


将 这 些 手 续 反复 结合 使 用 , 即 可 得 出 一 般 情形 . 


2.15 与 定理 37 有 关 的 初等 不 等 式 


可 以 将 Ce 写成 
a° < [aa + b(1 - a) jb"™ 
或 
a-b" < ab*™'(a-b) (0O<a<1), 
此 万 分 析 教 科 书 中 重要 的 一 组 不 等 式 之 一 . 整个 这 一 组 不 等 式 将 在 下 面 的 定理 41 
中 表 出 . 该 定理 很 重要 ,值得 给 出 一 个 严格 符合 于 1.7 节 中 的 准则 的 直接 证 明 . l 
定理 41 若 x 与 7 为 正 且 不 相等 , 则 
rm (x-y) >x -y or '(x-y) (r<0 或 r>1)，(2.15.1) 
rx "(x —-y) <x -y <ry (x-y) (0 <r <1). (2.15.2) 
当 r=0,r=1 或 x=y 时 ,等 号 显然 成 立 ; 先 把 该 定理 从 它 的 几 种 情形 中 化 为 一 
种 情形 . 
(i) Or 为 正 . 因为 我 们 可 以 假定 (2. 15. 1 ) r>1 时 已 经 得 到 证 明 , 所 以 当 
r<0 时 ,可 设 r= -s, 因 而 s+1 >1. 于 是 
xy aay" aay (yy axy) 
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= sty Ty Dy x (y -x)] 
> ay isa (y — 4) = ry (x - y). 
(2. 15.1) 中 的 另 一 个 不 等 式 可 以 同 法 处 理 . 

(ii) 今 设 将 (2. 15.1) 中 左右 两 边 的 不 等 式 分 别 记 作 (1a) 和 (15),(2. 15.2) 的 
左右 两 边 分 别 记 作 (2a) 和 (20). 若 交 换 x,y, 则 (12) 和 (220) 就 变 为 (lce) 和 (2a). 
因此 只 须 证 明 (15) 和 (28) 即 可 . 

(i) 根据 齐 次 性 ,现在 可 假定 y=1. 

定理 41 的 证 明 现 在 化 为 下 面 的 定理 的 证 明 . 

定理 42 车 x 为 正 且 不 等 于 1, 则 

x -l >r(x-1) (r>1), (2.1523) 
x -l <r(x-1) (O<r <1). (2.15.4) 

奋 在 (2. 15.3) Pr =1/s,x =y" =y WERZH (2. 15.4) ,不 过 是 以 y,s 代替 
xr. 因此 ,只 须 证 明 (2. 15.3) 即 可 . 

若 9g 为 大 于 1 的 一 个 整数 了,y > 1 , 则 


g >1+y+ +y 2 
若 0<y<1, 则 不 等 式 反 号 . 以 x 代 vy , 则 无 论 哪 种 情形 都 有 


z- soa el arai (2. 15.5) 
其 次 ,我 们 有 
aa Coe y(t = wy = 1) 
= Gay EJ ES) tree (yt ty? + + 1)]. 


花 括号 中 包含 了 Fg(4 +1) 项 ,每 一 项 都 在 y 和 1 之 间 , 于 是 有 
PR ses} T sjy- (= (2. 15. 6) 
AT p 为 任何 大 于 9 的 整数 , 则 | 
Lip- -1) sd ro o (y 21). 
(2. 15.7) 
但 由 (2. 15.5) , 若 x>1, 则 有 


D 在 这 里 我 们 放弃 了 通常 对 g 和 p 的 意义 所 作 的 约定 . 
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2 
Cot < g(x"! -1)? < (x-1)’; 
x 


车 0<x<1, 则 不 等 式 反 号 , 因此 , 若 在 (2. 15.7) PU x fÈ y, WE 
Bod sl) SEM (rl) (421). (2. 15.8) 


2 


2q x p/q 

今 设 r>1. 若 r 为 有 理 数 ,我 们 令 r=Pwoi 若 r 为 无 理 数 , 作 pg 一 r. 无 论 哪 种 
情形 都 有 
Ler- EL Seat gy ae ee rd oe ae ee ee 


2 > >2 
(2.15.9) 
此 式 显 然 包 含 (2. 15. 3). 
这 就 证 明了 定理 42 和 定理 机 ,但 车 得 出 当 r<1 时 与 (2. 15.9) 对 应 的 不 等 
式 , 这 对 于 我 们 将 会 是 有 用 的 . 现在 (2. 15.7) 中 以 x 代 YY, 并 利用 (2. 15.5), 不 过 
以 p 代 gq, 则 得 


_ a, 2 VP BE : 
Dg (sl) sl ee ae ee) (2. 15. 10) 
2p x q/p 2p 
1 G-1)s , #-lel,,_ _ 
z C! —r) E =“ l ot! r)x(x-1)° (O<r<1,x31). 


(2.15. 11) 

上 面 把 (2. 15. 3) 式 的 证 明 做 得 比 需要 的 更 精细 ,为 的 是 要 得 出 "二 阶 "不 等 式 (2. 15. 6) £ 

(2.15.11) ,它们 本 身 就 是 有 趣 的 . 车 只 要 证 明 (2. 15.3) , 则 可 以 如 下 进行 . 若 p 与 9 都 是 整数 ， 
且 p >9, 我 们 不 用 (2. 15.6) ,相反 我 们 只 与 


oN 一 4 一 
q+ q 
因而 
-1 -| 
p 9 


于 是 ,对 于 有 理 数 7, 我 们 就 得 到 了 (2. 15. 3) ,经 过 取 极 限 ,就 得 
x -loar(x-1) 
对 于 任何 的 +r >1 都 成 立 . SE r 为 无 理 数 , 则 可 写 + =a: ,其 中 与 :都 大 于 1, 且 a 为 有 理 数 . 于 是 
x -l= (x)° -1 > a(x’ -1)>oa(r-1) =r(x-1), 

故 (2. 15.3) 普遍 成 立 . 

关于 满足 要 求 的 定理 41 的 其 他 证 明 ,可 和 参见 Stolz and Gmeiner| 1 ,pp,202-208 ] 和 Pringsheim 
( 1]. Pringsheim 利用 此 结果 得 出 了 H 的 一 个 初等 证 明 . Radon [1,p. 1 351] 从 定理 41 推出 了 H 
和 M ,但 他 是 利用 微分 法 证 明 这 一 点 的 . 正文 中 所 载 的 定理 41 的 证 明 ,一 般 只 限于 有 理 数 SH 
(比如 )Chrystal[ 1 ,pp.42.45 ] 以 及 Hardy[ 1 ,p. 138). 
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2.16 定理 3 的 初等 证 明 


2. 15 节 顺 便 证 明了 一 些 比 定理 41 和 定理 和 还 要 精密 的 不 等 式 . 我 们 并 不 强调 它们 ,因为 利 
用 微分 法 ,不 难 求 出 更 为 精密 的 不 等 式 ( 参 见 4.2 节 ) ,但 还 是 值得 简要 地 指出 , 若 有 需要 ,如 何 
利用 这 些 不 等 式 去 把 定理 3 的 证 明 “ 初 等 化 ”. 

首先 注意 到 ,对 于 固定 的 正 a 和 小 的 ( 正 的 或 负 的 )r, 我 们 有 


a’ =1+0(r); (2. 16.1) 
对 于 固定 的 9 Al) uA 
(1 +u)? =1+gua+Oc)i (2. 16.2) 
( 若 0 和 9 和 1 , 则 为 (1 +u) <1 +qu. ) 对 于 小 的 r, 有 
[1 +0(7)]'* =1 +0(r}. (2.16.3) 


这 些 公式 可 从 2. 15 节 的 结果 导出 ,我们 把 它们 的 证 明 留 给 读者 . 
今 设 r 甚 小 ,由 (2. 16.1) ,可 得 a =1 +u, JEP u, =0(r) ; Leh (2. 16.2) ,有 
a, = (1+u,)* =14+9,u, + O(r’). 
因此 
人 aaa a (1 + ) (A u) 1 
a Vara 


qti ii 于 人 nan 


Mb 40(2)] 21 40( 1) 1. 


L+qyu, +e +4,u, 


2. 17 Tchebychef 不 等 式 


FEC AAs (FE BE 24) MN, (a +b) A We. (a) + 路 (5) 是 可 以 比较 的 (1.6 
节 ). 自然 就 会 问 M, (ab) BAY LAM Me, (a), Web) ALE. 下 述 的 定理 43 说 明 
事实 并 非 如 此 . 

EIT AA wo, BRA | 

(a, —a,)(b, -b,) 20, 
则 称 (a) 与 (加 ) 排 法 相似 ; 知 对 所 有 的 凡 ,z, 上 面 的 不 等 式 都 反 号 , 则 称 (c) 与 (4) 为 
排 法 相反 . 显而易见 , 若 附 标 有 一 排列 v snn 使 @, sana, 和 bb,,b,,…， 
六 ,都 为 非 降序 列 , 则 (e) 与 (2) 为 排 法 相似 ; 若 a, ,… 为 非 升 ,而  ,… 为 非 降 , 则 
(a) 与 (b) 排 法 相反 . HARA. 
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定理 438 若 r>0, 且 (a) 与 (4) 排 法 相似 , 则 
M,(a)M,(b) < M,(ab), (2.17.1) 
除非 所 有 的 a 或 所 有 的 b 都 相等 . 若 (a) 与 (48) 排 法 相反 , 则 不 等 式 反 号 . 
由 (2. 2.7) ,只 须 讨 论 r=1 的 情形 即 可 . 因此 ,只 要 序列 排 法 相似 ,就 有 
ZpLpab - ZpaZpb = Lp, Zp,ab, - Zp,a, Zp,b, 
= ZE(ppab, -ppyasb,) = È 2 (p,p,a,6, - p,p,4,, ) 


> > = (p,p,a,b, — p,p,a,5, + p,p,a,b, — p,p,a,b, ) 
1 
2 


x Zp,p,(a, - a,)(b, - 6,) BO, 


W(a)A(b) < U(ad). 
可 以 如 下 确定 等 号 出 现 的 情形 . 依照 本 节 早 先 所 作 的 说 明 , 可 以 假定 (a) 与 
(b) HIERE. 上 面 的 二 重 和 包含 一 项 
Pip, (a, — a,) (b, - 8,), 
而 它 仅 当 所 有 的 a BRAT AY b 都 相等 时 才 为 0. 
一 个 直接 的 推论 是 : 若 "为 正 , 且 (e) ,(2) ,……,(1) 全 为 排 法 相似 , 则 
Wt, (a) WM, (b) M, < M, (ab---1). 
RFI, Æ m 为 大 于 1 的 整数 , 则 
M, (a) < Mm (a). 
它 包 含 定理 6, 但 包含 于 定理 16 中 . 
本 节 开 头 所 提出 的 问题 包含 在 一 个 更 为 广泛 的 问题 之 中 ,而 后 者 可 由 下 面 的 
定理 解决 , 
定理 44 设 r,s,…,v RAE, NNM (abh WM (a) Mt, (b) MC) AT He 
较 的 充 要 条 件 是 


ae eee (2. 17.2) 
r 5 上 v 


此 时 有 
M,(ab--1) < M, (a) M, (b) M, (2). (2. 17.3) 
条 件 的 充分 性 可 从 定理 12 和 定理 16 立刻 得 出 . 车 将 (2. 17. 3) 中 的 每 一 组 数 
都 取 作 (1.,0,0,…,0) ,我 们 立即 看 出 (2. 17.2) 也 是 必要 的 . 要 找 一 个 对 于 任何 7， 
s,… 都 成 立 的 与 (2. 17. 3) 相反 的 一 般 性 的 不 等 式 是 不 可 能 的 ,因为 cv… 可 能 


D ”此 定理 在 积分 方面 的 类 似 定 理 属于 Tehebychef. 参见 Hermite[ 1,pp. 46-47 | , Franklin( J ] , Jensen[ 1 | 
以 及 定理 236. 当 r=1 8}, M, = 刀 , 此 不 等 式 对 任何 实 的 且 排 靶 相 似 的 ab 都 成 立 . 
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对 每 一 v 都 为 0 而 右 端 项 仍然 可 以 为 正 . 
2.18 Muirhead 定理 


本 节 至 2. 22 节 都 假定 a 严格 为 正 , 令 
2 F(a, ,2 ,°°* 8, ) 
表示 从 F(a, ,a;,…,a,) 经 a 的 各 种 可 能 排列 而 得 到 的 n! 个 项 的 和 , 我 们 只 讨论 特 
殊 情 形 : 
F(a,,a,,°"°,a,) = asta,®-a™ (a, > 0,a 20). 
w 
[a] = [o,a] = E laagan, 


显而易见 ,[ a] 对 a 的 任何 排列 不 变 , 因 此 若 两 组 a 只 在 排列 上 有 差异 时 ,我 
们 可 以 把 它们 看 为 同一 . 可 以 把 形 如 | a] 的 平均 称 为 对 称 平均 . 
特别 地 ,有 


[1.0.0,… 0] = a 人 


n n 
此 即 具有 单位 权 的 算术 平均 和 几何 平均 . 当 a ta, +…+as=1 时 ,[aj 即 为 
(a) 和 名 (a) 的 一 个 共同 推广 . 
一 般 说 来 ,[ a' |] 与 io] 是 不 能 按照 1.6 节 中 的 意义 作 比 较 的 . 本 节 至 2. 20 i 
所 解决 的 问题 就 是 确定 可 比 条 件 的 问题 . 
当 (@) 与 (a') 可 以 排列 得 满足 下 述 3 个 条 件 : 
a, tah +t +a’, =a, +a+*+a,; (2. 18.1) 
a’, Zah Zee ar,a 2a, 2°" 2a,; (2. 18.2) 
a’, +a’, + +0’, Sa, tates +a, (sonn) (2.18.3) 
时 , 则 称 (a') 为 (a) 所 控制 (majorised) ,并 记 作 
(a’) < (a). (2.18.4) 
第 二 个 条 件 本 身 并 非 一 个 限制 ,因为 我 们 可 以 将 (a') 和 (a) 按 任意 次 序 排 列 , 但 它 
对 于 叙述 第 三 个 条 件 则 是 必要 的 . 显然 有 
(a) (a). 
定理 45 [a’] 与 [a] 对 于 所 有 正 值 a 为 可 比较 的 充 要 条 件 是 ;(a') 和 (a) 中 
有 一 个 为 另 一 个 所 控制 . Ella) < (a), Bla’ | <[a]. 等 号 仅 当 (@') 和 (a) 完全 


n! 
i 1 | 一 aay a 一 G(a) ‘ 
n n| 
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相同 或 所 有 的 a ABAD AS aT. 


2.19 Muirhead 定理 的 证 明 


(1) 必要 性 . 显然 可 以 假定 (2. 18. 2) 成立 , 且 (2. 18.4) 对 所 有 的 正 a 也 成 立 . 

取 所 有 的 a 都 等 于 *, 则 得 
xze = [a'] < [a] =x”. 
它 仅 当 (2. 8. 1 ) 成 立时 才能 够 既 对 大 的 x 又 对 小 的 * 成 立 . 
其 次 , 取 
a, =@, >=" =a, =X, dr = =a, El, 
x 为 充分 大 . 因 (a') 与 (a) 为 按 降 序 排列 , 故 [a'] 和 [ej] 中 x RE 
别 为 
Qa +a, + +a’, a, ta, +°" +4,. 

显而易见 ,前 者 不 能 超过 后 者 ,此 即 证 明了 (2. 18. 3). 

(2) 充 分 性 . 这 一 点 的 证 明 是 相当 麻烦 的 ,需要 一 个 新 的 定义 和 两 条 引 理 . 

如 下 定义 诸 a 的 一 种 特殊 类 型 的 线性 变换 (可 称 之 为 变换 T). Ha, Ga, 为 
两 个 不 相等 的 a ,前 者 较 大 , 记 


a =p+Ta=p-7T (O<7r<p). (2. 19.1) 
St 
O<a0<T<p (2. 19.2) 
则 
T+0 T- 
appro ma Ck 27 CV 
i T-0 Tto (2. 19.3) 
a,=p-C= 27 a oae i 


a’ =a, (rák w Æl) 
定义 了 变换 7. EEA (a) BER 了 而 得 到 , 则 记 a = Ta. 该 定义 并 不 一 定 含 
Fi a R oe 是 按 降 序 排列 的 意思 . 
显而易见 ,阁下 述 两 个 引 理 得 到 证 明 , 则 可 比 条 件 的 充分 性 即 成 立 ,而 且 在 定 
理 45 中 关于 等 号 情形 所 说 的 一 切 也 就 得 到 证 明 . 
引 理 1 若 (a') =Ta, 则 [ae"]j 三 [a] ,等 号 仅 当 所 有 的 a 都 相等 时 才 成 立 . 
引 理 2 #(a')~<(a) ,但 (a') 不 恒 等 于 (a), 则 (a') 可 从 (a) 经 连续 运用 有 


D 定理 45 主要 属于 Muirhead [2] ,但 Muirhead 只 考虑 了 整数 的 a 
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限 次 变换 了 后 得 出 ， 
引 理 1 的 证 明 . 可 以 将 (a) 和 (a') 加 以 排列 ,使 得 k=1,l=2. 于 是 
nl2[a] - nl2[a'] 
= nl2[p +Tip -Ta…] -nl2[p+o,p -—-o7,a;,°""] 
= Slap ea (alah 十 00 一 人 0 0 ) 
= 5!(a, a) ao aar -ar ) (ai - ap”) 20, (2.19.4) 
等 号 仅 当 所 有 的 a 都 相等 时 才 成 立 . 

引 理 2 的 证 明 . 假定 条 件 (2. 18.2) 成 立 ,并 将 差 数 a, -a', 中 不 为 0 者 的 个 数 称 
Hla) (a) HJF (discrepancy). 知 异 度 为 0, 则 这 两 个 集合 为 同一 . 现 用 归纳 法 来 
证 明 此 引 理 , 即 假定 其 当 异 度 小 于 r 时 成 立 而 来 证 明 它 在 异 度 为 r 时 亦 成 立 . 

于 是 我 们 假定 (a') <la), ARERR A r>0. 因由 (2. 18.1), E (a, -a’,) 
=0, 且 这 些 差 数 并 非 都 为 0, 故 其 中 必 有 为 正 者 和 为 人 负 者 ;又 由 (2. 18.3), 第 一 个 
不 为 0 者 必 为 正 . 因此 可 求 出 上 与 1, 使 得 


at’, < oa = sa = Qas a > að. (2.19.5) 
Ra,=p+7,a,=p-7, AM (2. 19.1) ,并 定义 
ao = max(l a’, -pl.,la,-pl). (2. 19. 6) 
于 是 0<7<p ,因为 a, >a, LA a 2=a',, i 
a' -p=-0,a,-p=0 


RAP AI? Ba’, <a,, i a’, >a, Ko <r. 因此 
Oso<TSp, 

此 即 (2, 19.2) 式 . 

现 信 

a", =pta,a",=p-a,a’.=a, (v#kyv Æl). (2. 19.7) 

Ga',-p=0,W a", =a; a',-p= —-o, 3 a", =a. SAR a,,0', Maa’, 
各 对 (a') 和 (a) 之 间 的 寞 度 r 提供 了 一 个 单位 , 故 (a') 和 (a") 之 间 的 异 度 就 比 r 
小 , 它 是 r-1 或 r -2. 

其 次 ,将 (2. 19.7) 与 (2. 19. 3) 加 以 比较 ,并 注意 (2. 19.2) 成 立 , 则 可 看 出 
(a ) 可 由 (a) 经 一 变换 7 了 而 得 到 . 

最 后 ,我 们 来 证 (a') Aa") 所 控制 . 欲 证 此 理 , 必 须 证 明 当 用 aft a 时 ,与 


D a-a, 为 第 一 个 负 差 ,ak - a' 为 在 它 之 前 的 最 后 一 个 正 善 , 正文 中 假定 : -上 > 1.! -hk = 1 的 情 
况 是 比较 容易 的 ， 

| 可 能 两 个 式 子 网 时 成 立 . 

3 同样 ,可 能 这 两 个 式 子 都 成 立 . 


be 
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(2. 18. 1) ,(2. 18.2) ,(2. 18. 3) 相 对 应 的 条 件 都 成 立 , 对 于 第 一 个 条 件 ,我 们 有 
a", +a", = 2p =a, +a, Za = La = Za". (2.19.8) 
对 于 第 二 个 条 件 , 首先 注意 到 
a’, <ptlia', -pl<ptoa =a", 
a’, =p -la',-pl2=p-a =a",, 
因而 由 (2. 19.5) ,有 
Oi =H, p+T7 pHo =a", Za, Z Ain = ay, = a's, 
a"), =a), =a’), Ba’, 2a", =p-o7g >p-T =a, 2 Qu = a"). 
关于 诸 a 的 不 等 式 即 为 所 要 的 不 等 式 . 最 后 ,我 们 要 来 证 明 
a, ta, te +a, Sa’, ta, + +a". 
Hy (2. 19.7) 和 (2. 18.3), KR v <k RMoSl 时 成 立 ; 因 它 对 v=k-1 RT, Ha, 
<a", BEM v =k ROL: A EXI vy ak RA, Atk <y<lo’, 与 a", 相同 , 故 它 
Rk <v <l. 
于 是 ,我 们 就 证 明了 (a') 为 (a") 所 控制 ,而 (a") 乃 是 由 (a) 经 一 变换 7 所得， 
它 与 (a') 之 间 的 异 度 小 于 r. 这 就 证 明了 引 理 2 ,因而 也 就 完全 证 明了 定理 45 外 


2.20 两 个 备 择 定理 


对 于 (@) 与 (a') EE n 个 数 p,, ,使 得 


p,, ZO, Dre =l, Tp =1, (2. 20. 1) 
及 

A'a = PQ + PpO +… 寺 PaGn， (2. 20. 2) 
则 称 (a ) 为 (a) 的 均值 (average). AAR AF (2. 20.1) RBI u 或 诸 v 排列 的 影响 ， 
故此 定义 正如 2. 18 节 中 的 定义 一 样 ,与 诸 a 或 诸 a' 的 次 序 无 关 . (2. 19.3) 式 说 明 
当 (2. 19.2) 成 立时 ,(p +o,p -oa,…) 是 (p+Tr,p -ras,…) 的 一 个 均值 
(2. 20. 1 ) 中 的 最 后 两 个 条 件 也 可 表述 如 下 ;Za', 当 表示 成 诸 a 的 某 一 函数 时 ,与 
Za 相同 ,是 着 每 一 a' 都 为 1 , 则 每 一 a' 也 都 为 1. 由 此 可 知 ,这 一 关系 是 可 传递 的 . 
否 (@') 为 (a) 的 均值 ,(a") 为 (a') 的 均值 , 则 (a") 为 (a) 的 均值 . 由 此 以 及 2. 19 节 
中 的 引 理 2 By RY, (ae) XCar) , 则 (@') 为 (a) 的 均值 . 

其 逆 亦 真 . 盖 若 假定 (2. 20. 1 ) 和 (2. 20. 2) 成 立 , 则 将 诸 (2. 20. 2) 式 相 加 即 得 

(2.18.1). 最 后 , 若 假定 (e) 与 (a") 按 降 寡 排列 IFS 


Pir + Pp, a ai + Das = kyr 


T 关于 其 他 的 证 明 ,可 参见 定理 74 和 定理 75. 
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则 由 (2, 20.1) ak, <1 Bk, =m, 因 而 
a ta’, te ta’, Sha, + th yaa + (m — hy oe ki) om 
<= (a, -a,) + °° + (Oni —a,,) + Man 
=a, ta, +-+ Ans 
此 即 (2. 18.3). 
于 是 ,我 们 已 经 证 明了 下 述 的 两 个 定理 . 
定理 46 (a') 为 (a) 的 均值 之 充 要 条 件 是 (a' ) 环 (a)， 
定理 47 [ea'] 与 [a] 为 可 比较 之 充 要 条 件 是 (a') 与 (a) 中 有 一 集 为 另 一 集 的 
均值 . 若 (a') 为 (a) 的 均值 , 则 [ao ] 三 [aj] ,等 号 成 立 的 条 件 与 定理 45 相同 . 


2.21 关于 对 称 平均 的 其 他 定理 


(1) 定 理 45 与 定理 47 具有 两 大 用 途 . 第 一 ,无 论 是 哪 一 个 定理 ,都 给 出 了 一 
种 简单 的 判别 法 ,用 以 确定 两 个 平均 [ a] 与 [oa'j] 是 不 是 可 以 比较 的 ;第 二 ,定理 45 
的 证 明 指 出 ,如何 反 复 运用 变换 (2. 19. 3) 和 公式 (2. 19.4) ,把 两 个 可 比较 的 平均 
之 差分 解 成 各 项 显然 都 为 正 的 一 个 和 . 比如 说 ,我 们 对 于 (具有 单位 权 的 ) 算 术 平 
均 和 几何 平均 定理 就 得 到 了 一 个 新 的 而 且 是 有 趣 的 证 明 . 事实 上 ， 
Wa") -G(a") =[n0.0,…,0]-[1,1…,1 
=([{n,0,0,---,0] -[n-1,1,0,---,0]) +([n—-1,1,0,---,0] -[n-2,1, 
1,0,---,0]) +([a—-2,1,1,0,--,0] —[n—3,1,1,1,0,°**,0]) +> 
l 
2(n!) 
+5! (ai -a}"*) (a, -a,)a;a, ++]. 


因为 除了 a, =a, 外 ， 


[ 2} (a -a;')(a, -a,) +2! (ai 一 -a3 ) (a, 一 Ga )a, 


(a, -a,)(a; -a,) >0， 
由 此 即 得 定理 
(2) 定 理 48 Ža +a, + +a,=1, 则 
G(a) < [a] < Wa), 
除非 [a 就 是 加 (ga) 或 四 (a) ,或 者 所 有 的 a 都 相等 . 
该 定理 ?说 明 ,所 有 的 一 次 齐 次 式 [a] 与 久 (a) 和 中 (a) 都 可 比较 ,虽然 它们 自 
身 之 间 一 般 不 是 都 可 比较 的 . 要 证 明 这 点 , 现 运 用 定理 47. 因 


T 这 一 证 明 在 Muirhead 的 工作 之 前 即 已 知道 ,参见 Hurwitz[ 1]. 
@ Æ I. Schur 教 提 告诉 我 们 的 ， 
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L a 1 
Aa, =a, ‘LP a e tebe, * 0 +4, * e Fa ee 8 


(@) 的 均值 ,(a) 是 (1,0,…,0) 的 均值 . 也 可 以 从 定理 45 直接 推出 定理 48. 

(3) 我 们 加 上 两 个 具有 同类 性 质 的 定理 ,但 只 给 出 证 明 的 提示 性 纲要 . 

定理 49 #0<0o<l, Ala] sla] HEERA la) a). 车 o>1, 则 条 件 为 必要 ， 
但 非 充 分 . 

[要 证 明 条 件 的 必要 性 ,可 依照 2. 19 节 (1) 的 线索 进行 . 要 证 明 条 件 的 充分 性 ,可 结合 定理 
45 和 定理 11 来 处 理 . 例如 

[r.0,0,.…] < [s,0,0, 4] (O0 <r<s), 

此 即 Me, (a) SW, (a) (E 16) RA 1. 该 例 说 明 , 当 o>1 时 ,条 件 不 再 是 充分 的 . ] 

定理 50 车 r,p,a 为 正 , 且 

T, = Zp,a, = È; 
(采用 2. 10 节 (iy ) 的 记号 ) , 则 
Ty Tyyny, S Ta TaT, 

对 所 有 的 a 与 p 都 成 立 的 充 要 条 件 是 (a') la). 

[条 件 的 必要 性 可 如 前 证 明 . 欲 证 其 充分 性 ,可 利用 定理 46 和 Holder 不 等 式 ,由 此 即 得 

To = PE E E = (Ta Ta yer 


为 了 避免 与 2. 10 节 的 符号 矛盾 ,我 们 已 将 符号 作 了 轻微 的 改变 . 两 边 相 乘 即 得 此 定理 . ] 


2.22 nn 个 正 数 的 初等 对 称 函 数 
在 


(x +a )(x +a) (x +a) =x" tex") tex" te te 
1 2 ni ] 2 


ee (hie pn WN Gly Be te lined 
=y (1) (2 js” Pas 


则 c, 即 为 诸 a 的 第 ~ 个 初等 对 称 函 数 , 即 每 次 取 > 个 不 同 的 a 作成 的 积 的 和 ,而 p, 
即 为 这 些 积 的 均值 . 在 本 节 中 ,我 们 要 讨论 有 关 此 诸 p, 的 两 个 众所周知 的 定理 , 记 
Co =Po =1. | 
按照 2. 18 节 的 记号 ， 
| 1 
“T(r 
P, = aliio = [1 hyd 0 ,0,---,0] ’ 


ni 


HAr 1 Aln-r FO. Xp = 对 (a),p =G" (a), EHAA 1. 不 同 的 p, 具有 不 同 


2 laa, "a, 
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的 次 数 , 故 为 不 可 比较 了 ,但 它们 却 可 由 一 些 非 线性 不 等 式 联系 起 来 . 

定理 S1 p, p.a <p, (1<r<n) ,除非 所 有 的 a 都 相等 . 

定理 52 p >p >p >…>p ,除非 所 有 的 a 都 站 等 . 

定理 51 是 由 牛顿 4 得 出 的 ,实际 上 它 对 于 实数 a 都 成 立 (a 不 必 为 正 ). 在 4.3 
节 中 ,我 们 将 依据 微分 法 ,给 出 这 个 更 广泛 的 定理 的 一 个 证 明 . 定理 52 属于 
Maclaurin®, 

定理 52 是 定理 51 的 一 个 推论 ,因为 由 

(PoP2) (Pips ) (paps)? (Pip) < Pipap3…Pr， 
即 得 
Pia <p Bip,” > Pi 

此 阐述 加 上 4. 3 节 的 证 明 ,就 解决 了 这 两 个 定理 . 但 利用 本 章 的 方法 来 考虑 它们 的 
证 明 还 是 有 趣 的 . 

(i) 利用 2.6 节 人 后 的 方法 来 证 明定 理 52. 先 证 明 一 个 与 定理 51 类 似 但 要 弱 一 
些 的 定理 . 

定理 53% cic... Ce. 

该 定理 比 定理 51 弱 , 因 p,_1p,., <p, 就 是 


(r+l)(n-r+l) 
r(n-r) 


要 证 明 该 定理 ,注意 到 ,c，， Cre) -c 中 的 典型 项 为 


2 fi 2 ih ë 
Aa G,_ 8,54) d,,, ? 


2 
r-re < C,» 


而 该 项 以 系数 
(2°) <° 
出 现 . 
若 r<s, 则 由 定理 53 即 得 

CHC, < CC |， (2. 22. 1) 
现在 可 以 证 明定 理 52 如 下 . Sri a 不 全 相等 , 令 a, = min a,a, = max a, FË 

a, <a, < a, (2. 22.2) 
其 中 


T 这 是 定理 45 的 一 种 简单 情形 . 

2 Newion[ 1,p.173], 也 参见 Maclaurin[ 2}. 

D Maclaurin[ 2] ,也 可 参见 Schlömilch[ 1] .不等式 p, >p 是 定理 9 的 一 种 情形 . 

钊 ”如 同 定理 51 和 定理 52 一 样 ,该 定理 是 对 正 的 a 来 说 的 . 但 如 证 明 中 所 指出 的 , 它 对 非 负 的 a 也 成 
立 ,除非 c, =0( 即 除 r-1 个 o 之 外 ,其 他 的 e HHO). 


44 第 2 章 初等 平均 值 


a, = pr. 
我 们 用 a Al a, Sy NS ay Al az ,而 选取 at: 使 得 P, 不 变 . 然后 证 明 , 对 于 > >H, 
任何 p, 经 此 变换 的 后 都 增 大 . 则 所 要 的 结果 将 如 同 2.6 节操 中 一 样 得 出 . 
我 们 有 


n 
( |P» =¢, = a,a,c',., + (a, +a)c +e,, 
此 


其 中 ec， 万 是 a, Mla, 以 外 的 nm -2 个 数 所 做 成 的 c. 因 p, AE, 
a,a,c',,+ (a, +a,)c,,+¢, = OAC pa + (Qa HA) pa 二 cn 
(a,a, - a,a,)c',, =- (a, +a, -a - a) ,i (2.22.3) 
(ac 2 te... )@, = aa'aa + (a, +a, ~ a, )e’ (2.22.4) 


由 (2. 22. 2) 可知, 由 (2. 22.4) 所 定义 的 a, 的 值 为 正 . 
LE p, BA p, W 


n M , 
(7), -P,) = (aa - a,a, )c p-2 T (a, + a — a; —a,)e',43 


pote 


Amp, -p, 与 
(a + ay - a, ~ a) (Ee — Set) 
具有 同样 的 符号 . 由 (2. 22.1) ,第 二 个 因子 为 负 ; 由 (2.22.3) 及 (2. 22.2), 
sgn(a + a@, — a, -a) = sgn(a,a, - a,a@;) 

= sgn| a, (a, + a, -a -0) + aa, - a,c, | 

= sgn| (a, —a,)(a, -a,)] =-1. 
故 得 p”>p, ,此 即 证 明了 定理 . 

(ii) 利用 归纳 法 证 明定 理 $19. 假设 已 经 对 nm -1 个 数 a ,al,…,a 证 明了 定 

理 51 ,又 假设 c,P ,就 是 这 m -1 个 数 所 作成 的 c,,p,. 先 假定 这 n -1 个 数 不 全 相 
等 ,于 是 


c =c, +a Cs 


因而 
P. = n cn, +. 二 asp 
由 此 即 得 
n? (PiP -P,) = A+ Ba, + Cay, 
其 中 


D 该 证 明 是 由 Messrs A. L. Dixon, A. E. Jollife 和 M. H. A. Newman 相 玉 无关 地 告诉 白 们 的 . 
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2 rad 


4=[(n-r) -1]p po - (n—r)’p’,’, 

B=(n-r+l)r+1l)p ip + (n-r-1)(r-1)p',2p’, -2r(n -rr)p ipP，， 
= (P -1)p' sp" P's 
Ala, ,al ,…,a, ,不 全 相等 , 故 由 归纳 法 假设 ,有 
p'sp' rt < pap', < Pinas PP < P'ap,» 

故 

A <-p',, B<2pp,, C<-p'r, 

n (pp ~- p;) <-(p,- a,p’,.,)° < 0. 
此 即 证 明了 定理 . 当 


时 ,结果 仍然 成 立 ,因为 此 时 有 a, xa, =p /p',_,. 
定理 51 也 可 利用 2.21 节 (1) 中 所 讨论 的 那 种 类 型 的 恒等式 来 证 明 . 


定理 54 
P -papa = ——— Y (7, 
r(r+1)(" Tae ret 
其 中 
(r,t) = Zaje paint Opi" Byes (Orgs ~ Orpi) 
求 和 记号 取 遍 了 对 请 a py 
定理 55 


2 
OT tee (Pr ~Pr-1Prai) = (0-1) E (a - a2)? (ct 


2! 
tU- (na -r- h Ela - ay )* (a3 -a4 )* (cp)? 


31 (n-5 
"ireli oe 2)(n-r- L)(n- aes Tay Ear - 42)" (az - 04)? (as ~ a6)? (cp o)7 4 


其 中 Cr -于是 一 个 和 数 ， 它 的 项 是 从 异 于 Gi 3 的 其 他 nn 一 2 a 中 每 次 取 r - l 个 作成 的 积 ， 余 炎 
+t. 

定理 54 MF Muirhead [1] ,定理 55 MF Jolliffe [1]. 定理 55 给 出 了 本 节 开 头 提 到 的 定理 5 
的 形式 更 一 般 的 (对 所 有 实数 a)" 直观 的 "证 明 . 


2.23 关于 定型 的 一 点 说 明 


在 2.21 节 (1) 中 所 证 明 的 Hurwitz 和 Muirhead 恒等式 指出 : 当 a>0 BY, 
a; +a, 十 … +a, ~- naaa, 
可 以 表示 成 一 个 和 数 , 其 中 每 一 项 显然 是 非 负 的 . 
若 记 a, =xi ,a, =x,",--, WW 
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二 + it >! (x ar (ai ay) tee]. (2.23.1) 


但 

CH -x7 ju - %3) = (x1 -%2) a +x a5 pen +a) 
FEAR (aj -aaa ”这 样 的 多 项 式 的 平方 和 , 故 (2. 23. 1) 的 右 端 项 是 一 平方 和 . 最 
后 , 因 

A 二 二 

= 和 

故 得 
F = xt" + tx? 一 27xix…X = XP. (2.23:2) 


其 中 诸 P; 为 n 次 实 多 项 式 . 例如 


ety +z +u’ + +w’ —6xyzuvw 
l 
Sk ty CEL 2) l y ly] 


+ +o +w)[ (t -w y + Ww -u’)? + u -0")?] +3 (xyz ~ uw)’ 
即 为 9+9 +1 =19 个 实 多 项 式 的 平方 和 . 

一 个 实 型 乃 是 m 个 实 变量 xi ,xz ,…，,x。 的 一 个 实 系 数 齐 次 多 项 式 F(x, 
xz, xn). 若 型 下 在 变量 的 某 一 区 域内 不 变 号 ,比如 说 , 若 FSO, MPL FE 
该 区 域内 为 定型 的 . 我 们 可 将 定型 分 为 正 型 和 负 型 . 显然 只 须 考 虑 正 型 即 可 . 
例如 ,型 (2. 32.2) 在 变量 的 整个 实 值 区 域内 为 正 的 . 显而易见 ,具有 此 项 性 质 
的 型 必 为 偶数 次 

告 在 某 一 区 域 中 户 >0, 则 称 下 在 该 区 域 中 为 严格 正 的 . 

型 (2. 32.2) 以 及 定理 7 和 定理 55 中 所 讨论 的 型 (以 x Ra) ,都 可 表 为 实 多 项 
式 的 平方 和 . 因而 自然 要 问 ,是 不 是 这 就 是 定型 的 一 般 性 质 . FSO 对 所 有 实 x 都 
成 立 , 是 不 是 就 有 

Ferr 


其 中 己 为 实 多 项 式 ? 
这 一 问题 已 为 Hilbert? 全 部 解决 . 这 里 由 于 篇 由 的 限制， 只 能 作 一 些 零 星 的 说 


AA. 首先 注意 到 ,有 两 种 情形 答案 是 可 以 立刻 得 出 的 . i F 的 次 数 为 2n ,变量 的 个 
数 为 m. 


@ Hilbert{ 1). 
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若 m=2, 即 =F(x,yY) ,而 rn 为 任意 的 , 则 FF 的 任何 实 因 子 ax + by BURR 

TA, 3 AF DASE SERT ax + by ax + by 出 现 . 因此 ,适当 地 集中 因子 , 则 得 
F = p*(q+ir)(q-ir) = (pq)? + (pr)’, 

其 中 p,g,r 为 实 多 项 式 . 

代数 中 有 一 个 熟知 的 定理 了 , 即 m 个 变量 的 任何 定 二 次 型 都 可 以 表示 为 至 多 
m 个 实 线性 型 的 平方 和 . 于 是 在 下 述 的 两 种 情形 , 即 

(1)m =2,n 为 任意 的 ; 

(2)m 为 任意 的 , 2n =2 
中 ,答案 是 肯定 的 . 

Hilbert 发 现 了 第 三 种 情形 

(3)m=3, 2n=4, 
并 证 明了 ,任何 三 元 正四 次 型 都 可 以 表示 为 三 个 实 二 次 型 的 平方 和 . 他 又 证 明了 ， 
在 所 有 其 他 情形 下 ,答案 都 是 否定 的 , 即 存在 m 个 变量 的 2n 次 定型 , 它 不 可 能 以 
所 说 的 形式 表 出 . 

于 是 ,Hilbert 提出 了 下 面 的 定理 :任何 正 的 下 都 可 表 为 

F= BR, 

其 中 只 是 一 实 有 理 函 教 . 一 个 与 之 等 价 的 定理 是 ;任何 正 的 让 都 可 以 表示 为 实 型 
的 平方 和 之 商 2 

Hilbert? 对 (xz,y,z) 的 三 元 形式 给 出 了 这 两 个 定理 的 一 个 非常 困难 的 证 明 . 一 
般 性 的 定理 是 由 Artin® 首先 证 明 的 . Artin 的 证 明 非 常 值得 注意 ,而 且 相当 简单 ,但 
他 所 依据 的 是 近世 抽象 代数 的 思想 ,以 致 我 们 不 可 能 把 它 放 到 这 里 来 讲 . 


2.24 关于 严格 正 型 的 一 个 定理 


2.23 节 中 的 一 些 相当 零散 的 说 明 目 然 地 引导 着 这 里 所 讨论 的 比较 简单 的 问 
题 . 我 们 所 关心 的 是 在 正 * 这 一 区 域内 严格 为 正 的 型 . 我 们 将 要 证 明 的 定理 与 2. 23 
节 中 所 述 的 相似 , 即 断 言 正 型 都 可 以 表示 成 这 样 的 一 种 形式 ,使 得 它 的 正 的 性 质 从 


© Hay OL Bocher[ 1, 144-154]. 
瑟 ， 前 一 定理 显然 笨 售 第 二 定理 ( 分母 只 有 一 平方 ). 又 因 


ze = (ey ， 
Eh OTN SA 


故 第 二 定理 隐 含 第 一 定理 . 
T Hilben[2]. 
@ Arin[ 1}. 
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直观 上 就 可 以 看 出 . 型 的 次 数 现在 不 必要 是 偶数 . 
定理 S62 SR F(x, ta, An) 对 
x20, 22x > 0 
PAE NF TAT MK 
G 
F = H’ 
其 中 G 和 日 都 是 系数 为 正 的 型 ,特别 地 ,我 们 可 以 假定 
H = (x, +4, t+ +%,)", 
EP p 为 适当 的 数 . 
为 书写 简单 起 见 ,假定 m =3. 对 于 一 般 的 m, 并 没有 任何 原则 上 的 不 同 . 
PK F( x,y,z) TEATS 
x20, y20, 2-20, x+y+z=1 (2.24.1) 


AE ASE, CEP A — TE RIM u 令 


x" ys" 
P (zz) = EnA DBT (2. 24. 2) 
其 中 求 和 记号 系 就 
az0, B20, y20, atBry=n (2. 24.3) 
而 取 者 . 又 令 
ee ae xt '\/yt7'\ zt" 
由 (zy,zit) =t Z A, ( | )( , )， (2. 24. 4) 


其 中 4>0, 且 对 于 a=1 KERSE iai ) … 都 是 寻常 的 二 项 系数 , 即 


(= si. 
Q 


af xt 
so 
显而易见 , 当 e 0 时， 
b(x,¥.23t) oF (x,y,z). 
又 车 记 
p(x,7,230) = F(x,y,z), 
则 中 在 


x20, y2O0, z-20, x+y+z=1, OSI] 


D Polya [3], 该 定理 (除了 最 后 一 句 ) 员 先 已 由 Poincare [1] X} m =2, Meissner [1] 4} m =3 给 了 证 明 ， 
原则 上 Meisaner 的 方法 可 运用 到 一 般 情形 ,但 不 能 时 出 这 样 简 单 的 结果 . 
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中 连续 ,从 而 就 有 一 个 s, 使 得 对 于 0 <t<c 及 (2.24. 1) 中 所 有 的 x,y,z, 都 有 


由 (z,y,zit) > 由 (zy,zi0) -FH=F (4,72) - -5h> 31>0. (2.24.5) 
又 ,我 们 有 
Cree Ts a = (k-n) Ea SOS, (2. 24.6) 
其 中 求 和 记号 系 就 


Kz>O0, AZO, w2z0,K+Atp=ak—-a 
而 取 者 . 将 (2. 24. 2) 与 (2. 24. 6) HARE, BOT 
(x+yt+z)°"F = (k-n)!£, Z,A 


arn J+A y+ 
x A 


A alel Bla lyla! 


记 

atK=a,BtA=b,yt+tpe=ce, 
则 a,b,c ALE 

az0,b20,c2z0,at+b+e=k (2. 24.7) 
中 变化 ,a,B,Y RE 


Osaxa,0585b,0S5 ySc,at+Bry=an (2. 24. 8) 
中 变化 ,由 此 即 得 


(x+y+z)" "F= (k-n)! 瑟 Aala c(i (5 ): (2.24.9) 
Æ (2.24.9) P, E'ER TF aß, y 在 (2. 24.8) 中 求 和 ,但 因 当 a >a, B >b, eR}, 
(“| =0. (5) =0,…, 故 此 求 和 可 由 在 (2. 24.3) 上 所 取 的 求 和 来 代替 , 即 由 三 , 来 
代替 . 于 是 就 得 到 


ee 
人 erai beL, (2. 24. 10) 


H (2. 24.5) , 若 人 充分 大 ,这 里 的 中 则 为 正 , 这 就 证 明了 定理 . 
(1) 对 于 一 个 任意 给 定 的 型 让 ,要 确定 它 是 否 对 于 正 的 x 严格 为 正 ,该 定理 给 出 了 一 个 系统 
的 手续 . 我 们 反复 以 Zzx ER AMG AE , 则 迟早 总 会 得 出 一 个 系数 为 正 的 型 ， 
对 于 
F= x + x, tn) 
其 中 s 为 正 且 很 小 ,讨论 这 一 手续 的 做 法 ,是 高 有 教 益 的 . 在 
b= (x, +e +x, ) "F 
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中 ， 
xt? ents (Hpi, +i te +i, =n(g+1)] 
的 系数 , 当 有 某 个 i 为 0 时 必 为 正 . Gi, 21,1, 21, A 


(mm)! _,， (ng)! 
(i-a) Vigligh+ i! Cig - am) tat 


其 符号 与 

(ipiri ) Si (6 1) (ntl) +a (i -1) (bi -n+l) +e- (n-e) iii 
相同 . RITER y SATA AY i, iy ei, 都 为 正 . 

车 记 ,i2，… 不 全 等 于 q+1, 则 其 中 必 有 一 个 小 于 q+1, 设 其 为 i ;也 有 一 个 大 于 g +1, 设 其 为 
in. Hih HMA i +1, -1, 则 汪 即 改变 了 (减少 了 ) 

nli (i) -L) ee (8 en 42) - (i - 1) (5-2)… (i-n+l1)l-(n-e)ii 
(i-i -1) <0. 
因此 , 当 每 个 i 都 为 y+1 tA AE, WRA i 都 为 正 . ei y EER, RE 

n(9I+1)9(9-1)…(9-n+2) > (n-e)(q4+1)" 


T ET T eee 


n (n-1) 
28 


PERPER Pan, eee. L EES 
i TREE 


或 


更 不 用 说 由 当 
d+] > 


T. 若 此 条 件 满足 , 则 中 中 的 所 有 系数 都 为 正 . 

由 此 可 知 , 当 x>>0, Sx >0 ATF >0,9 o> 0, APSR IM EA Salle 的 平均 值 定理 的 其 他 证 明 . 

(2) 者 记 

x 三 | = 

则 可 以 得 出 一 个 关于 m -1 个 变量 的 一 般 的 非 齐 次 多 项 式 的 定理 . 

定理 S57 = (AE HK) SAA f(x, x2. an) EBM x, 20,+++, x, BOL, + xq 二 十 
sn <x! 内 为 正 , 则 f(x) 可 表示 为 

f(x) = Soe eg (1 -x -x ), 

其 中 诸 a AAR MM Hc AE. 

该 定理 是 属于 Hausdorff? 的 一 个 定理 的 推广 . 


2.25 各 种 定理 及 特例 ” 
定理 $58 设 a,8,y,…,A 都 大 于 -1, 且 或 全 为 正 ,或 全 为 负 , 则 


D 参见 定理 58. 
@ Hausdorff [1]. Hausdorff 到 m =2. 
D 下 述 定理 中 ,有 一 些 只 不 过 是 读者 的 习题 , 俱 大 者 分 则 是 有 某 种 独自 意义 的 . 


2.25 各 种 定理 及 特例 51 


(lea) (1+8) (1+) >ltat+B+-- +A. 
(对 于 a=B=… =A 这 种 情形 ,可 参见 James Bermoulli[ 1,p, 5,p. 112]. ) 
定理 59 ”车 c>0, 则 对 所 有 ( 实 的 或 复 的 )a,b, 有 
ja+bP = (1 +e) laf? + (1 + —) lbk. 


(参见 Bohr[ 1 ,p. 78]. ) 

定理 多 iA, G, 为 al ,az ,…,an 的 具有 单位 权 的 算术 平均 和 几何 平均 , 则 .1 GO A 
a, .a7,°°°.4, 0, sl 的 相应 平均 , 则 

n(A- Ga) < (ntl) (Ara a). 
除非 
a+) = 6, 

[ 该 定理 是 由 R. Rado 博士 告诉 我 们 的 , 它 体 现 出 平均 值 定 理 的 另 一 证 明 , 若 记 a ,| =x"*'， 

G =y , 则 所 要 证 明 的 不 等 式 即 为 
x"t) _ (n+) xy" + ny"! > 0, 

而 它 可 由 定理 41 得 出 . ] 

定理 61 


ab < 2 4 (a >0.b>0,r>1), 


$5424 b = a 时 成 立 . 
(这 是 定理 37 的 另 一 种 形式 . 关于 该 定理 以 及 下 面 两 个 定理 ,可 参见 Young[1,5,6]. ) 
定理 62 


u’ — | ] + pu y (lep)/p L 
dea te? (u > 0w >---,p >0) 


[ 在 定理 61 PULL +p Rr, HeLa, (1 +po)/(1+p) Ra.b. | 
定理 63 
uv < unu+e! (u >0). 
[ 在 定理 62 PS p— o0 ETTEN 4. 4 节 (5). ] 
ERA 车 a>0,alaz…a =", R 
(1+a,) (1 +a) (1+a,) > (1+1)", 
除非 所 有 的 a 都 相等 . 
( Chrystal[ 1 „p. 51]. 定理 40 的 特例 . ) 
定理 全 车 @ 与 5 为 正 , 且 P>1 或 P<0, 则 


除非 (a) 与 (8) 成 比例 . 着 0<p<1, 则 不 等 式 反 号 . 
( Radon{ 1 ,p. 1 351 ] :定理 13 FER. ) 
定理 6 若 a>0, 则 ZuZa-! >n? ,除非 所 有 的 a 都 相等 . 
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(利用 定理 7 或 定理 9 或 定理 16 或 定理 43. ) 


TH 67 
ab PROTE 
E (a+b) Z- < yaks, 
除非 (4a) 与 ( 妇 ) 成 比例 . 
( Milne[ 1]. ) 
定 于 68 
S (arbte) petty ob pa yh sca (a). (5) (Cc) RIE. 


at+hec ~ be+eat+ab 


定理 多 #0<r<s, H 
Mi (ab) = (S37 )™, 


则 
=M, Cap)ZMH_ (ap < EM (a,b) EM (a.b) < afb, 
除非 (a) 与 (4 ) 成 比例 . 
定理 70 车 0<k<1, 且 对 所 有 的 4， 
Zab > A(N, 
则 Eat >t, 
[这 是 定理 15 对 于 0<k<1 这 种 情形 的 一 个 类 似 定理 (此 时 万 <0). 若 所 有 的 a 都 为 正 , 则 
定义 8 如下， 
ab = at, b = a i b? = af, 
于 是 
Lat SA, Eat), Yat sat (i) 
着 所 有 的 a 都 为 0, 则 4 必 为 0, 因 而 就 没有 什么 需要 证 明 的 . 但 若 其 中 有 一 些 但 不 是 全 部 为 0， 
我 们 就 假定 在 含有 jx 个 元 素 的 集 EE 中 a>0, 在 含有 w=n -人 个 元 素 的 余 集 CE Pa=0, FEE 
中 定义 5 如 上 ,在 CE 中 定义 b=G. 则 
Sat = Tab>A( > + yt ) = A( Sat +G"). 
& Go ,我 们 又 得 到 (i), | 
THI 车 0<h<a,<H,0 <k<b,<K, 则 


La? Sb? 1/ /HR hk \° 
(gob)i™ 4 VERNA 
(参见 Pólya and Szeg6[ 1. 1 p. 57,p. 213 ] ,该 处 给 出 了 等 号 成 立 的 条 件 , ) 
定理 72 


BAN a 都 为 正 , 则 对 于 - 也 有 一 个 类 似 的 定理 . 
定理 73 + 
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Ala) - Ga) 
Wa) 


<e<il, 


此 处 的 平均 值 系 就 单位 权 做 成 的 , 则 
l+é< e < 上 十， 
PEME DHA 
(1+x)e = (l-e)" 
的 负 根 和 正 根 . 
(参见 Polya and Szegt[ 1, 1 ,p.58.p. 215]. ) 
定理 74 FF 
Cys een) S [Yiye] LB yr Os) SLE, ,6,] 
对 于 所 涉及 的 变量 的 所 有 值 都 成 立 , 则 
[y'i , Y k 6 | 67] = [Y 0 Oo Yk Oy ot? Oy ]. 
(由 第 一 假设 及 和 数 的 定义 ,有 
[y'i Mey d" Oy ] = ly; eee Yk ĝi |: 
重复 此 项 论证 ,有 
[yy YB ot Oe] E [yy 6. (1) 
同 理 , 利 用 第 二 假设 ,有 
Cats ses] aes 2 6 ,6 ]. (ii) 
所 要 的 婧 果 由 (由 和 (由 即 可 得 出 , ) 


定理 75 Fla')<(a), Ha 与 c 系 按 降 序 排列 , 则 存在 一 个 最 大 的 非 负 和 ,使 得 


(B) = (a’, +56.a3 oa -6) < (a). (i) 
荐 6 取 这 一 数值 , 则 
(a'an) h (Bi Ba). (ii) 
且 对 1 Sn-1 之 间 ( 两 端 包含 在 内 ) 的 某 一 个 k, 有 
(Be (i) 


(由 定义 显然 可 以 看 出 :(a)(i) 对 8=0 成 立 ;(b) 使 得 它 成 立 的 6 RAI AIR (cc ) BERTIE 
一 正 的 5 成立, 则 它 对 任何 较 小 的 正 5 也 成 立 . 因此 ,存在 一 最 大 的 非 负 8 ,使 得 ij 和 Ni) 都 成 立 , 

若 5 取 此 数值 , 则 或 (a)B, =a’, -5, 或 (b) 对 某 一 k<n, 有 

Bi ++ +B, =a’, + +a’, tb =ay 二 二 


否则 我 们 就 可 将 8 增 大 而 不 影响 (i). 在 情形 (a) 中 ， 


= 2a, = 2B, = dA, < 2% 
因而 有 Bi +… +B, -1 =a, +…+as 1, 此 即 (b) 当 =n-1 的 情形 . 因此 ,(b) 在 任何 情况 下 都 
成 立 ,因而 各 由 定义 即 可 得 出 . 

R. Rado 博士 将 定理 74 和 定理 75 告诉 了 我 们 ,并 运用 它们 得 出 了 Muirhead 判别 法 (定理 
45) 的 充分 性 的 一 个 新 而 巧妙 的 证 明 . 由 2. 19 节 的 引 理 1 ,结果 当 n=2 时 成 立 . 现 假定 m>2, 又 
假定 条 件 (2. 18. 1 ) .(2. 18.2) 和 (2. 18. 3) 都 满足 ,和 且 结 果 对 小 于 n 的 变量 个 数 都 成 立 . 于 是 ,由 
归纳 法 假设 ,[ a'， a’, | <[£, Éa ] LB; oot" Be | 三 [al ex] [Bks pap] 和 [as 小 
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因此 ,将 定理 74 运用 两 次 , 则 得 
La’, TERY. | = [a By Bn- a'n] = [By o*** Be | 
= (By. Ba Brei Ba) E [ery och Oty Oey an] 
= [al，……an]. ) 


定理 76 FarO. 5s HEBR, il 
Zaa, a E - > E) 


除非 所 有 的 都 相等 . 
(该 定理 是 定理 66 的 推广 . 由 定理 45, 有 


rs rs rs 
[rr (s 次 ) ,0,0| 2 [— ay]. 


Her 55 s 交换 ,并 以 LIMa fE PRG RURAL A ESL, RY. ) 
定理 77 We py prep, 如 2.22 节 中 所 定义 ,又 设 诸 a AE. Al 
pe PSPS + S PIPE pe 
对 所 有 的 正 a 都 成 立 的 充 要 条 件 是 ;对 emsan, A 
a’ ta'n tot (n-mel da’, 2a, +2a tet (n-m+l )a,, 
4 m =1 时 取 等 号 . 
(充分 性 可 从 定理 51 得 出 , 必要 性 可 依照 2. 19 节 (1) 中 的 途径 证 明 . Dougall [ 1 ] 根 据 一 个 恒 
等 式 对 整数 a 给 出 了 一 个 证 明 . 对 于 某 些 特别 情形 ,例如 
Pa-aPnara = Py-nPuse (Osx <A <p), 
Ducati Shaha Po 
可 参见 Kritikos[ 1]. ) 
定理 78 平均 值 | 于 , 订 ,0.0…,0] 与 [ 读 , 于 ,于 ,0,…,0] 不 可 比较 
(定理 45 的 特例 和 定理 48 的 说 明 . ) 
定理 79 车 a >0,p, 为 几 个 不 同 的 a 的 积 的 次 根 的 算术 平均 , 则 
Pi > Py >: > Pas 
除非 所 有 的 a 都 相等 . 
(Smith[ 1,p. 440]. 定理 45 的 特例 : 
(1,0,0,-.0] > [+.4,0,--,0]> [村 ,本 ,本 0]> …) 


80 Fyu20,A x,y,z 为 正 , 则 
Hx) (x-2) +A (yxy -2) (ys) + (2-x) zy) >0, 
除非 x =y =z 
定理 81 若 v>0,6>0, 诸 a 为 正 且 不 全 相等 , 则 
[p +26,0,0,00,..)] -2[p+56.50,a] + [v8,8,m,.…%…] > 0. 
(该 结果 是 由 I. Schur 教授 告诉 我 们 的 , 它 并 不 是 定理 45 的 一 个 推论 ,但 可 从 定理 80 通过 取 
=v/6 得 出 . ) 
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3.1 Æ bv 
平均 值 M, (a) M Ga) BRA 
M,(a) = p'[ Lqh(a) ] GLI 


的 形式 ,其 中 由 (x) 是 函数 
x In x 

2 — Ti p (x) WIA 由 (x) 的 反 ( 逆 ) 函数 . 很 自然 地 我 们 要 讨论 形 如 (3. 1. 1+) 89 
更 为 一 般 的 平均 , 它 由 一 个 服从 适当 条 件 的 任意 函数 $ 做 成 . 要 加 之 于 中 的 最 为 
明显 的 条 件 就 是 它 应 当 是 连续 的 和 严格 单调 的 , 此 时 , 它 的 反 函 数 由 存在, 且 满 
足 同 样 的 条 件 . 

我 们 需要 用 到 下 述 的 预备 定理 . 

定理 82 H(i) $(x) 在 H<x<K 中 连续 且 严 格 单调 ; 

(ii) H<a,<K (v=1,2,…,n); 

(i) g, >0, 2 q, =1; 
M) (1) Æ(H,K) 中 有 唯一 的 M, RF 

(M) = Zqpla); (3.1.2) 

(DM BAAFR—H a 而 小 于 另 一 些 a, 除 非 这 些 a 都 相等 . 

因为 $(x) 连续 , 且 当 x 从 五 增加 到 时 , 它 从 g( 昌 ) 变 化 (增加 或 减少 ) 到 
由 (天 ) ,而 ggb(a) 界 于 这 两 者 之 间 , 故 恰 有 某 个 M 满足 (3. 1.2). 由 

Yqlo(M) - d(a)] = 0， 

故 必 有 某 些 项 为 正 , 某 些 项 为 负 , 除 非 全 为 0. A, M -a 有 时 为 正 有 时 为 负 , 除 非 
它 常 为 0. | 

我 们 已 经 假定 plr) EWK, K) 中 连续 . 但 若 p(x) HEN <x <K 中 连续 且 
严格 单调 递增 , 且 当 x 一 时 (x) 一 -% ,或 当 x 天 时 由 xz) 一 +m, 则 上 述 论证 
仍然 有 效 ,此 时 只 要 将 由 (万 ) 解释 为 - m ,或 将 由 (天 ) 解释 为 +w , 且 当 站 (a) = 
— oo ft MERA H, 4 Sqb(a) = + MY KE 哎 解 释 为 K. 在 这 里 ,H 可 以 是 
-o ,或 上 可 以 是 + om. 一 种 特别 重要 的 情形 是 当 玉 =0,K= + o 时 的 情形 . 在 下 
述 的 定义 中 ,以 及 本 章 今后 关于 M, 的 性 质 所 作 的 各 种 讨论 中 ,总 是 假定 四 为 严 


56 第 3 章 关于 任意 函数 的 平均 ,上 西 函 教 论 


格 单调 , 且 或 在 闭 区 间 中 连续 ,或 其 性 状 有 如 刚才 所 说 . 

OEM, =M, (a) =M,(a,g) =H '[ Vab(a)] =p {Al d(a)]}. (3.1.3) 
权 q Sie | 的 任意 正 数 , 在 比较 两 种 平均 时 ,总 是 认为 这 些 平均 的 权 都 相 
同 . 当 h(x) =x, In x,x YM, 分 别 化 为 U,G,M,. 


3.2 等 价 平均 


HRR 由 给 定时 F M, 即 已 确定 . 我 们 可 能 会 问 , 逆 命题 是 否 成 立 . 车 对 
于 所 有 的 aq, M, =M ,是 不 是 y 必然 与 x 是 同一 函数 ? 该 问题 由 下 面 的 定理 
来 回答 . 

定理 83° 

M,(a) = M,(a) (3.2.1) 
MAA HK a Bg 都 成 立 的 充 要 条 件 是 

YY = ay +B, (3.222) 
HPa5 BARA, A XO. 

在 下 述 的 论证 中 ,我 们 总 是 假定 y 与 + 在 闭 区间 ( 五 ,K) 中 连续 . 容易 看 出 ,只 
要 经 过 简单 的 变化 ,这 项 论证 也 适用 于 3. 1 节 中 所 述 的 例外 情形 . 我 们 真正 证 明 的 
比 所 说 的 要 多 ,就 是 说 ,我 们 证 明了 (3. 2.2) 是 (3.2.1) 对 所 有 的 a 和 9 都 成 立 的 
充分 条 件 , 又 证 明了 它 是 (3. 2. 1) 对 所 有 由 两 个 变量 所 成 的 组 和 任意 的 权 都 成 立 
的 必要 条 件 . 后 面 (3.7 节 ) 我 们 还 要 证 明 更 多 一 些 , 即 证 明 ,(3. 2.2) 是 (3.2. 1) 对 
所 有 的 二 变量 组 和 一 对 固定 的 权 都 成 立 的 必要 条 件 . 

(i) 若 (3. 2.2) 成 立 , 则 

XLM (a)] = Zla) = Taqlap(a) +B] 
= GZqUp(a) +B = ojl WM, (a)] +B =x[M,(a)], 
因而 MN =V. 故 条 件 为 充分 的 . 
(ii) 要 证 明 条 件 为 必要 的 ,只 须 假定 (3. 2. 1) 对 所 有 的 二 变量 组 和 权 都 成 立 . 
在 (3.2.1) 中 , 取 


n=2,a =H, a = K, q} => 
He H<t<K. FRM H<t< KA 


K-t t- H 
E i h EE-H’ 


D ARAB LM, ,然后 从 定义 推出 它 的 性 质 . 第 6 章 (6. 19 节 至 6. 22 节 ) 将 指出 ,如 何 “ 从 公理 "去 
定义 DR, ,就 是 说 ,依据 它 的 特征 性 质 的 规定 . 
@ Knopp[2] ,Jessen[ 2}. 
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U 


K-t yem iE yo) = [Ei + ga |: 

(2:3) 
而 上 式 对 于 +=# 和 += 也 成 立 . 车 将 此 一 般 值 记 作 x, 则 当 : A H AER K i a 取 
(14,KK) 中 的 所 有 值 , 且 


- H _ 
Lone + WOK) = w(x), 
K 一 ry Pe - (x) uy (x) -4 (H) 
K HXU) + yA) PK -WHXP +K -yh X 
= a(x) +B, 


其 中 和 8B 与 x 无关, 因此 ,对 于 (H,K) 中 所 有 的 x, 有 
x =x [oy(x) +B), 
而 此 式 即 (3. 2.2). 这 就 完全 证 明了 定理 83. 
定理 83 的 一 个 推论 有 时 是 有 用 处 的 ; 因 -中 是 由 的 一 个 线性 函数 , 故 若 中 为 
单调 递减 , 则 -由 为 单调 递增 . 因此 ,车 有 必要 ,我 们 常常 可 以 假定 在 M, x) H 
包含 的 中 是 一 个 增 师 数 . 


第 2 章 在 讲述 平均 值 Dt. 的 各 种 情形 时 ,涉及 了 吕 , = 岛 的 显然 的 例外 情形 . 利用 定理 83 可 
以 对 此 加 以 说 明 . 因为 当 rz0 时 ， 


$,(2) = | tdr = Zot 
是 x" ft — “SER EB RO A rh ERE 83, Hy 
M, (a) = My (a). 
因 go(x) =in x, 故 此 式 当 r=0 时 仍 成 立 . 


3.3 FHN, 的 特征 性 质 


我 们 自然 要 问 ,第 2 章 中 的 诸 平 均 是 否 具 有 任何 简单 的 性 质 , 使 得 可 以 把 它们 
从 这 里 所 讨论 的 较为 广泛 的 平均 中 区 分 出 来 . 
EBS? 设 由 (xz) 在 开 区 间 (0,om ) 内 连续 ,又 设 
M, (ka) = kM, (a) (3.3.1) 
对 所 有 正 的 ag k RRS, MM, (a) AM, (a) 换言之 ,平均 中 ZAM, 中 唯一 
的 齐 次 平均 . 


下 Nagumo[ l] ,de Finetti{ |] ,Jessen[ 4 ]. 下 述 是 de Finetti 的 证 明 的 一 个 简单 的 变形 , 它 星 由 Jessen W 
告诉 我 们 的 . 
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(3.3.1) 当然 并 不 隐 含 中 =* (或 In x). 因为 由 定理 83, 我 们 可 用 a 中 +B 代 中 
而 不 改变 M. 

(3.3.1) 当 中 =x* 或 四 =in x 时 显然 成 立 . 我 们 现在 假定 (3. 3. 1) 成 立 ,而 来 求 
出 由 的 形式 . 根据 定理 83 ,可 以 假定 


中 (1) = 0， (3.3.2) 
因为 我 们 可 将 由 (xz) 代 以 由 xz) -中 (1). 
记 (3. 3. 1 ) 为 
Www(a) = k'M, (ka = k''[ Zqb(ka)] = M, (a), 
其 中 
w(x) = b(kx). 
由 定理 83 了 , 即 得 
p(kx) = a(k)b(x) + Blk), (3.3.3) 
HP alk) Al BC kK) FE k HAX, A alk) #0. 由 (3.3.2) 和 (3.3.3) , 即 得 
(k) = B(E). (3.3.4) 
AEC. 3.4) (LA(3. 3.3) FF y FEA, WRA ER x 和 y 有 
中 (zyY) = ay) 中 (xz) +ġ(y). (3.3.5) 
同 理 , 有 
中 (xy) = a(x)d(y) +(x). (3. 3.6) 


而 由 (3.3.5) 和 (3. 3.6) , 即 得 
a(x) -1 aly) -1¢g 


(x) 中 (7) | 
这 两 个 昂 数 中 的 每 一 个 必然 要 化 为 某 个 常数 c, 故 得 a(y) = 1 + 0b( 7). 于 是 ,由 
(3. 3.5$) 即 得 
izy) = ch(x)hly) + blz) + p(y). (453.7) 
TEV IC IX — PAB FEAT , 701 RANE : 
(1) 若 c=0, 则 (3.3.7) 即 化 为 古典 方程 
中 (xy) = 中 (z) + fy). 
Xf x >0 连续 的 最 一 般 的 解 是 2 中 =C In x. 
(2) c40, WS ch(x) +1 =x) ,于 是 该 方程 即 化 为 
f(xy) = f(x)f(y), 


D 者 我 们 引用 了 在 3.2 节 定理 83 的 叙述 之 后 所 提 到 的 该 定理 的 更 为 畏 确 的 形式 , 则 我 们 就 可 以 得 到 
定理 84 的 一 种 更 为 精确 的 形式 ,其 中 齐 次 性 只 是 对 某 些 类 的 变量 集 或 权 作 假定 . 

D 假定 z 关 1,y 关 1. 因 (3.3.7) 对 x* 或 ?为 1 时 野 然 成 立 , 故 此 种 由 外 情形 无 关 紧 要 . 

& Cauchy[1,pp. 103-1051. 
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它 的 通 解 是 f=x.. 因此 ， 
(x) = tt 
3.4 可 比较 性 


我 们 对 于 a 的 函数 的 “可 比较 性 "所作 的 一 般 说 明 (1.6 节 ) 引 起 了 下 面 的 一 
个 问题 :对 于 任意 给 定 的 两 个 画 数 由 和 Xx, 它们 都 在 ( 电 ,K) 中 连续 且 严 格 单调 , 那 
AM, 和 MN, 是 否 可 以 比较 ,或 者 说 ,是 否 存在 一 个 不 等 式 


M, sN, (3.4.1) 
(或 相反 的 不 等 式 ) , 它 对 所 有 的 a 和 9 都 成 立 ? 
记 
x(w"'(x)] = (x), 


FTE, p ERA RA HAM RRO =y. Rid 
x=u(a), a = (x), 
Qs 5 Y DA y( KE) ZHOERHRM AS y 为 单调 递增 , 则 (3. 4. 1) 即 变 为 
$ Ego S 2gqg(x) 〈 对 所 有 的 9)， (3. 4.2) 
BX 为 单调 递减 , 则 上 面 的 不 等 式 反 号 . 
于 是 ,我 们 就 得 到 了 
定理 器 Fy Py HRA ON, HM. 为 可 比较 的 充 要 条 件 是 
b =yy ”必须 满足 (3. 4.2) ,或 满 足 与 之 相反 的 不 等 式 . 
下 面 对 这 类 函数 进行 详细 的 考察 . 
对 于 任意 的 权 p,(3. 4.2) 变 为 


Zpx) < Zpolx) 
中 | P (3.4.3) 


3.5 A A 数 


3.4 PPAR 由 万 是 两 个 单调 梢 数 的 结 式 , 因 而 本 身 为 单调 ,但 我 们 现在 要 
来 讨论 一 个 只 服从 (3.4.2) 的 函数 o. 
(3.4.2) 的 最 简单 的 情形 是 
¢(2+2) < Pelee (3.5.1) 


满足 (3. 4.2) 的 函数 也 满足 (3. 5. 1) ,但 满足 (3. 5.1) 的 函数 类 却 广泛 得 多 . 不 过 ， 
我 们 将 证 明 ,这 两 个 不 等 式 对 于 服从 某 些 限制 并 不 十 分 强 的 条 件 的 函数 来 说 却 是 
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等 价 的 . 

在 某 一 区 间 中 满足 (3. 5. 1) 的 函数 称 为 在 该 区 间 内 是 凸 的 (convex). Æ -中 为 
凸 的 , 则 o BIA w ih. 也 可 以 在 一 个 开 区 间 内 来 定义 凸 性 和 四 性 . 容许 函数 在 区 间 
的 端点 可 以 取 无 限 值 常常 会 是 很 方便 的 . 显而易见 , 若 区 间 为 有 限 , 则 这 样 的 值 对 
Oh BO ATE ,对 止 函 数 必 为 负 ， 

凸 函 数论 的 基础 是 由 Jensen [2 ] BE AY. 了 (3. 5. 1) 的 几何 意义 是 ,曲线 y = 
g(x) 的 任 一 条 弦 的 中 点 必 在 该 曲线 的 上 方 或 在 该 曲线 上 . 这 里 的 曲线 可 以 是 任 
一 图 形 ,不 一 定 连续 . 不 等 式 

b(qix; + gx) S qih(x%,) + h(x) (325.2) 
(对 于 所 有 的 g) 说 明 整 条 弦 都 在 曲线 的 上 方 或 在 曲线 上 ,而 一 般 的 不 等 式 (3.4.2) 
则 表明 曲线 上 任意 多 个 加 权 的 点 的 重心 或 在 曲线 的 上 方 ,或 在 曲线 上 . 从 几何 直观 
可 以 看 出 , 当 曲 线 为 连续 时 ,从 最 弱 的 条 件 (3. 5. 1) 也 可 以 推出 较 强 的 条 件 (3. 5. 
2) ,但 我 们 将 看 出 ,通过 分 析 还 可 得 出 更 多 的 东西 . 虽然 可 以 用 (3. 4.2) 或 (3. 5. 2) 
来 定义 凸 性 ,但 我 们 还 是 依照 Jensen 从 最 弱 的 定义 出 发 . 最 自然 的 定义 或 许 是 (3. 
5.2) 和 在 3. 19 节 中 所 讨论 的 另外 一 个 . 但 若 将 假设 尽 可 能 减少 ,这 是 有 某 种 逻辑 
上 的 兴趣 的 . 

对 于 有 限 的 或 可 列 的 无 限 数 集 ,定义 凸 性 和 四 性 有 时 是 有 用 处 的 . 对 于 集 ol 0, A 
2a, Sa, tap (P =2,3,°°,n—1), 

即 若 此 集 的 二 阶 差分 为 非 负 , 则 称 此 集 为 凸 的 . 

于 是 ,我 们 就 可 将 定理 51 以 “ <" 这 种 不 很 确切 的 形式 表述 为 : 集 In p HMA. 完全 的 定理 
是 :in p 为 严格 目的 (参见 3. 8 节 ) ,除非 所 有 的 a 都 相等 . 当 诸 p 的 乱 的 两 个 乘积 可 比较 时 ,它们 
之 间 成 立 的 不 等 式 总 可 从 In p 的 止 性 导出 (实质 上 就 像 从 实 理 51 导出 定理 52). 这 是 定理 77 的 
核心 . 


3.6 ER ORR 


现在 来 研究 使 得 (3. 4.2) 和 (3. 5. 1 ) 为 等 价 的 最 简单 的 情形 . 
若 由 (x) 满 足 (3.5.1) , 则 有 


cL EA) (5H) 7428 


< olx) +(x) + p(x) + b(x,), 
等 等 ,于 是 我 们 就 证 明了 :对 一 列 特 别 的 n, 即 n=2", 有 


T 最 然 Halder[ 1] 在 Jensen 之 前 曾 讨 论 过 不 等 式 (3.4.2). 
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o|” thy bee ot že) < olx) + hr) += + 中 xn) (3.6.1) 
n iL 

要 证 明 (3. 6. 1 ) 普遍 成 立 , 只 须 证 明 若 它 对 成 立 , 则 它 对 nm - 1 ERZ OF ER 

们 就 假定 (3. 6. ] ) 对 n 个 数 已 经 得 到 证 明 ,并 设 给 定 了 开 一 l 个 数 xı 12, oa Pe 

Bia, 为 此 -1 个 数 的 (具有 相等 的 权 的 ) 算 术 平 均 时, 并 运用 (3. 6. 1) , 即 得 


(A) = el 2 o(* eS ee de E es =) 


n 
we plx) +(x) + 十 由 (xz ) +AA) 
n 
因而 有 
pM) PEL! FOC) to FO) 
此 即 (3. 6. 1 ) ,不 过 是 以 n -1 FE n. HL (3. 6.1) 普 遍 成 立 . 
其 次 , 若 假 定 在 (3. 6. 1) 中 诸 x 组 成 一 些 适当 的 组 ,各 组 具有 同样 的 x, 则 对 于 
任何 可 通 约 的 g 即 得 (3. 4.2). 
最 后 ,各 由 zx) 连续 , 则 可 以 在 诸 9 上 不 加 任何 限制 而 证 明 (3. 4.2). 因为 我 们 
可 以 将 诸 q 代 以 可 通 约 的 近似 值 然后 取 极 限 即 可 . oe 
定理 86 ETE YS BAH (3. 4.2). 


作为 一 个 应 用 ,可 以 考虑 定理 17. 车 := (r+1/) , 则 由 定理 7, 即 得 


CE pa’)? < Epa Spa’, 
或 


[Mi a) < Mi (a) Mia), 
或 
In W(a) < [In M (a) + In x, (a)]. 
换言之 ， 


定理 87 In We (a) =r In M (a) Er hh 
借助 定理 86( 或 重复 证 明 此 定理 时 所 用 的 论述 ) ， 即 可 得 定理 17( 除 了 关于 等 
号 情形 所 作 的 详细 描述 之 外 ). 


D 这 里 依照 了 2.6 节 仙 中 的 途径 . 关于 更 直接 地 按照 Cauchy 的 证 法 所 作出 的 证 明 , 可 参见 Jensen[ 2). 


62 第 3 章 关于 任意 函数 的 平均 DHKE 


3.7 ”关于 凸 函 数 的 另 一 个 定义 ” 


3.5 节 在 刻画 是 函数 时 利用 了 这 样 的 事实 , 即 曲 线 y = 四 (x) 的 任 一 强 的 中 点 
在 该 曲线 的 上 方 或 在 该 曲线 上 . Riesz 和 Jessen 曾经 指出 一 个 有 趣 的 同时 在 应 用 中 
有 时 也 是 重要 的 事实 2, 即 当 p(x) 连续 时 ,只 需要 弦 上 有 某 一 个 点 在 曲线 的 上 方 
或 在 曲线 上 即 可 . 

定理 88 车 四 (x) 连 续 , 又 车 曲线 y= 中 (Xx) 的 每 一 条 弦 , 除 了 端点 之 外 ,至 少 
有 一 个 点 在 曲线 的 上 方 或 在 曲线 上 , 则 每 一 条 弦 上 的 每 一 点 都 在 曲线 的 上 方 或 在 
曲线 上 ,因而 中 (xz) 为 凸 的 . 

B PQ 为 一 弦 , 有 为 纺 上 在 曲线 下 的 一 点 , 则 在 PR 上 有 一 点 $, 它 是 曲线 与 PR 
最 后 相交 之 点; 在 PQ 上 有 一 点 了 , 它 是 曲线 与 RO 最 初 相交 之 点 . 5 OWE P ii T 
可 以 是 @, 弦 3S7 全 部 在 曲线 之 下 ,这 与 假设 相 了 矛盾. 

这 里 的 论述 对 定理 86 给 出 了 男 一 个 证 明 . 若 (x) 为 凸 的 , 则 任 一 弦 的 中 点 必 
在 曲线 的 上 方 或 曲线 上 . 因此 ,正如 已 经 证 明 的 , 弦 的 每 一 点 都 在 曲线 的 上 方 或 曲 
RE MEK, Ag, >0,g; >0,9 +9 =1, 则 

Pb (gx +ga) < qb x) + q(x), 
BE q 和 g, 为 任意 , 则 可 用 归纳 法 来 进行 . 不 妨 设 qı +q +q =1, W] 
92X2 + 43X3 
(qix qax + qaxa) =| gx + (q: +4; Pa | 


<q (x, ) + (q: +43 L rer 
qelz) +93 中 (23 ) 
qı +43 
=q,0(%,) +9g2 中 (za ) +G3 中 (xs ) ， (3.721) 


<q (x, ) + (qatqi) 


如 此 类 推 以 至 一 般 . 

定理 88 的 一 个 推论 是 

定理 89 若 中 xz) 连续 ,又 若 y= 中 (x) d 条 弦 都 与 曲线 相交 于 一 个 异 于 
端点 的 点 , 则 由 (x) 为 线性 的 . 

由 定理 88 ,每 一 条 弦 上 的 每 一 个 点 都 在 曲线 上 方 或 在 曲线 上 . 但 在 定理 88 的 
假设 和 结论 中 若 将 "在 上 方 " 代 之 以 "在 下 方 ”, 则 该 定理 仍 成 立 . 因此 ,曲线 的 每 一 
条 弦 都 与 曲线 相合 . 


© M. Riesz[ 1] ,Jessen[2]. 
© 可 以 参见 8.13 W. 
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由 定理 89 ,我 们 还 可 导出 3.2 节 中 所 提 到 的 定理 83 的 改进 , 设 
py [gw (a) + qb a))] =x [gx(a) + qx(m)] 
对 固定 的 qirga 和 任意 的 a 都 成 立 . xy =p, yla) =*,a= 峭 (xz) , 则 得 
b(q;%, + 92%.) = qulax) + gex), 
因而 y= 由 (zx) 的 每 一 条 弦 总 有 一 点 在 此 曲线 上 . 由 定理 89 ,4 为 线性 的 . 


3.8 诸 基 本 不 等 式 中 的 等 号 


现 假定 $(x) 连 续 , 且 为 凸 明 数 ,而 来 考虑 (3. 3. 1) (3. 5.2)、(3.4.2) 中 的 等 
号 何 时 成 立 . 

(RE x, <x; <x, AL x, = 1%, +q2%; ,又 假定 P,P,,… 是 曲线 y =la) ES ax, 
x ,相应 的 点 . 匣 由 xz) 在 (xi,yz) 内 不 是 线性 的 , 则 在 (xx ) 中 必 存 在 一 点 %， 
使 得 P, 处 在 直线 P,P, 之 下 . 今 设 ( 比 如 说 )x FE (x, ,Xa ) 内 ,于 是 x; DUTE (X4, X3) 
内 ,P; 即 在 P,P, 上 或 在 它 的 下 面 ,因而 位 于 P,P, 之 下 . 于 是 (3. 5.2) 中 不 等 号 成 
立 . 由 是 可 知 ,(3. 5.2) 中 的 等 号 仅 当 中 (x) 在 (xi,%;) 内 为 线性 时 才能 成 立 . 

这 一 结论 可 以 很 容易 地 推广 到 一 般 性 不 等 式 (3. 4.2) 上 去 . 比如 说 ,假设 当 
n=3 时 等 号 成 立 ,又 设 x, < <x, 则 (3.7.1) 中 所 有 的 不 等 号 必 都 化 为 等 号 ,因而 
中 (x*) 在 各 区 间 


+ 
(x, BEL), (24,25) 


" hte 
内 必 为 线性 ALTE (x, oh ) 内 亦 为 线性 . 
于 是 我 们 已 经 证 明了 
E290 若 由 (x) 连 续 , 且 为 西 函 数 , 则 
中 (之 gz) < Zqp(x), (3.8.1) 
Zp) < Zpolx) 
由 | Sp `’ (3.8.2) 


除非 (ij) 所 有 的 x WAF, AGDA) ER ELAMA MH a HRM AAR. 

定理 91 一 条 连续 凸 曲 线 的 任 一 纺 , 除 了 它 的 端点 之 外 ,全 部 都 在 该 曲线 之 
上 ,或 与 该 曲线 相合 . 

者 对 于 每 一 对 不 相等 的 x,y, 都 有 


o(222) < zit) + 由 (7)]， (3.8.3) 


则 称 Ca) Jy FH oh , ERK CL Aap BX SP AR ENR HE, CEE CO 
数 , 若 为 连续 , 必 满 足 (3. 8. 1) 和 (3. 8. 2) ,除非 所 有 的 < 都 相等 
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3.9 定理 85 的 改 述 和 推广 


可 以 将 定理 85 改 述 成 下 面 的 形式 : 
定理 92 Fy 和 峭 都 连续 , 且 严 格 单调 ,又 设 X 为 单调 递增 , 则 M, <M, 对 所 
有 的 a 和 9 成立 的 充 要 条 件 是 中 =XW ALA. 
在 这 种 情况 下 ,我 们 就 说 x XF y AGH. 于 是, 当 s 宇 r >0 tt e AFEA 
请 的. 
曲线 y =$(x) 具 有 参数 表示 
x =), y = y(t). 
过 曲线 上 与 上 =4 和 上 = 相应 的 点 的 弦 为 
x=w(t)y =p (et), 
其 中 
(4 ) - 峭 (!) (¢) —p(t,) 
WO = Fy eG) Fy TEAG 


妃 是 形 如 


) 


ap (t) +B 

的 一 个 函数 EE tat, 和 4= 时 分 别 取 值 XY Myin). WRK y ae (x) 为 
yay(x) Bp ok. 欲 使 x 关于 4 AH ACT OER Ay sy My ME y % 
的 每 一 点 都 在 曲线 的 上 方 或 在 曲线 上 . 

定理 92 可 以 推广 如 下 : 设 
Em (VER yyy, 的 函数 ,又 设 

We MM" (a) 

是 关于 pv,v;，… Voa 相继 取 平 均 所 得 的 结果 . 

定理 93 hy, Sy, 连续, 且 严 格 单调 ,又 设 妨 为 单调 递增 , 则 

Wi Me (a) < Den Me (a) 

对 所 有 的 a 和 g 都 成 立 的 充 要 条 件 是 每 一 个 刀 关于 相应 的 小, 为 凸 的 . 

AAMA FR De, 和 沈 , 中 所 包含 的 权 都 是 相同 的 ,虽然 它们 一 般 是 随 着 
而 变 . 条 件 的 充分 性 可 由 定理 92 立刻 得 出 . 要 看 出 它们 的 必要 性 ,只 和 需 假定 a 是 单 
一 的 ww AY pa BY ay. 


T  Jessen| 2,3}. 
公关 于 条 件 的 必要 性 ,我们 所 证 明 的 实际 要 多 些 : 参 见 头 于 定理 83 所 作 的 说 明 ， 
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3.10 二 阶 可 微 的 凸 函数 


我 们 把 关于 凸 函数 的 一 般 性 质 的 进一步 讨论 放 到 3. 18 节 , 现 在 来 讨论 这 类 卫 
数 的 一 种 特别 重要 的 子 类 , 即 具有 二 阶 导数 的 是 函数 类 . 
定理 94 设 由 xx) 在 开 区 间 ( 妃 ,六 ) 中 具有 二 阶 导 数 由 (xz) B(x) ABR 
内 为 一 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 
和 (xz) 20.2 (3. 10. 1) 


(i) 条 件 的 必要 性 . 将 (3.5.1) 中 的 廊 (*+y) 和 广 (x y) AREA e Ah, HE 


定 x>7, 因 而 h>0, 则 对 于 所 有 使 得 :+h,i -h,t 都 属于 所 说 区 间 内 的 :和 有 ,都 有 
bli+h) +h(t-h) -2b(t) FO. (3. 10, 2) 
Sik ob" a) <0, 则 有 正 数 6 和 上 ,使 得 当 0 <u<h 时 ,有 
@ (itu) -d'(t-u) <-u. 
将 此 不 等 式 两 边 从 zx =0 到 w=h 取 积分 , 则 得 


中 (+ 上 六) +h(t-h) -2ġ(t) <- 38h, 


此 式 与 (3. 10. 2) 相 矛盾. 
(i) 条 件 的 充分 性 . 现 证 明 由 满足 (3.4.2). HSE, X= B qu, MIX X g, 
之 间 的 某 一 二 ,有 


pla) = BCX) + (x, XOX) +H, -X)76"E,), 


因而 有 
Eap(x) = P(X) = $b( Tqx). 
F o"a) >0, 则 等 号 仅 当 每 个 x 都 等 于 下 时 才 成 立 . 于 是 我 们 证 明了 
定理 952 h(x) >0, 则 由 (xz) 为 严格 凸 的 , 且 满 足 (3. 8.1) 和 (3.8.2) , 除 
非 所 有 的 x 都 相等 . 


D 实际 应 用 中 重要 的 情形 是 6” 在 开 区 间 内 存在 的 情形 ( 如 该 定理 中 所 说 ) . 但 通常 我 们 都 希望 把 四 
性 设 在 闭 区 间 之 中 , 因为 和 0, 所 以 由 和 由 在 临近 区 间 的 端点 时 为 单调 , 故 趋 于 一 有 限 或 无 限 之 
极限 ;4 可 能 在 左 端点 趋 于 ~ = 而 在 右 端点 趋 于 + o ,而 由 可 以 在 任 一 端点 趋 于 + wm .在 一 个 闭 
区 间 中 ,车 函数 在 各 端点 之 值 不 小 于 其 在 该 端点 之 极限 , 则 该 函数 为 凸 的 

@ Hilder[ 1]. 
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3.11 二 阶 可 微 的 凸 函 数 的 性 质 的 应 用 


结合 定理 85 和 定理 9S [第 ( 边 部 分 ] 的 证 明 ,我 们 就 得 到 了 下 面 的 定理 , 它 在 应 
用 中 特别 有 用 . 
定理 96 Bb ey 严格 单调 ,x AP p =X”, 且 ">0, 则 M, <M, 
除非 所 有 的 a 都 相等 . 
Bl OJE palnx, vax W] b= yy! =e. 定理 96 即 化 为 定理 9. 
(2) pax", yaa’ ,其 中 0 <r<s, 则 $=x”,$"”>0. 由 定理 96 即 得 出 定理 16 
(关于 正 指数 的 情形 ). 定理 16 的 其 他 情形 也 可 用 同 法 导出 . 
(3) 设 由 =x ,其 中 大 不 是 0, 也 不 是 1, 则 当 大 <0 或 上 >1 时 ,由 在 (0,o ) 中 为 
Pay, 4O<kA <1 AMIN. iA > 1 ,运用 定理 95 , 即 得 
Tax < (Dqx*)' 
或 
> px < ( Spx") ( 2p) "a 
除非 所 有 的 x 都 相等 . 若 令 px =ab,px* =a  , 则 得 定理 13(k>1 的 情形 ). 其 他 情形 
也 可 用 同 法 推出 . 
(4) 设 由 =in(1+e ) ,因而 
中 (x) = ESE. > 0; 
又 设 (3. 8. 1) 中 的 横 标 和 权 分 别 为 In (a,/a, ) ,In (b/b, ) ,… 和 a,B,…, 则 得 
arbh. asbh < (a +a)" (b, +b)’, +L)? 
除非 a,/a, =b,/b, =…( 征 理 40: 关 于 任意 多 组 由 两 个 数 所 成 的 H). 
(5) 设 $9=(1+x )“, 其 中 7 不 是 0, 也 不 是 1, 又 设 (3. 8. 2) 中 的 横 标 和 权 分 
PA a,/a, b/b, ,一 和 和 a,b …. 此 时 , 当 r>1 时 由 为 凸 的 , 当 r<1 时 四 为 四 的 . 
我 们 有 ( 比如 说 ) | 
[ (a, +b, +e +1)" + (a, +b, + seth ]” 
< (a, + a, ae: (b + b, per (A +E)” 
只 要 r>1 H aa ,bb ,… 不 全 相等 (关于 任意 多 组 由 两 个 数 所 成 的 M). Bie 
住 ,H 和 以 都 可 用 归纳 法 推广 到 由 更 多 的 数 所 成 的 集 上 去 . 
(6) Œ 97 #a>0,p>0,1] 


exp( ŽES) sap a exp( Zpen a), 


=p > pa 
除非 所 有 的 a 都 相等 . 


+ 


3.12 $25 BHR 67 


上 式 中 我 们 把 9 写成 p, 这 是 为 了 对 称 的 缘故 . BS plx) = ln x, 这 是 一 个 四 
范 数 , 则 前 一 不 等 式 即 (3. 8.2) RS. 它 与 C( 定 理 9) 等 价 . BFS 由 xz) =xlnx, 这 是 
一 个 凸 函 数 , 则 后 一 不 等 式 即 (3. 8. 2). 


3.12 多 元 凸 函数 


BD 为 平面 (x,y) 上 的 一 个 凸 域 , 即 包 含 了 连结 其 中 任何 两 点 的 整个 直线 段 的 
一 域 车 函数 O( x,y) E D 中 处 处 有 定义 , 且 对 D 中 所 有 的 (x y ) 和 (za yz) 有 


Yl 
@( = 7 M1 22) SIP (x.y) +B ry)], (3.12.1) 


则 称 (x,y) D PA a. ME MM BOR RHR x 和 7 具有 同性 要 强 
些 . 例如 xy 对 每 个 y 都 是 zx 的 凸 函数 ,对 每 个 x 都 是 y HR EAA x 和 
y WY ch pa. 

刚才 的 定义 有 另外 一 种 形式 ,使 用 它 常常 要 方便 些 . xy ue 已 经 给 定 ,而 
来 考虑 使 得 (x + uty +00) AF D A e a FERIA). 因 了 为 凸 的 , 故 这 种 值 做 
成 一 个 区 间 ( 它 可 能 为 空 集 ). TE, RT EA x,y, u,v, PR 

y(t) = (x + ut,y + vt) Ce eee 
在 所 说 的 上 区 间 内 为 上 的 凸 项 数 UR Oy) ED AAA. 该 定义 和 先前 所 给 
的 定义 等 价 . AAE 
ttu =X, VY tel, =~ ¥,,% tul, 二 YY 


则 (3. 12. 1) BD AE 
(i=*)< Lixin) salii. 


4 -中 为 凸 的 , 即 O HAM AY. 

若 z= 吊 (xz,y) 为 直角 坐标 系 中 某 曲 面 的 方程 , 则 (3. 12.1) 即 谓 : 曲 面 任 一 条 
弦 的 中 点 位 于 曲面 的 相应 点 上 或 其 上 方 . 若 曲面 连续 , 则 可 推 知 整 条 弦 都 在 曲面 上 
或 其 上 方 , 且 曲面 上 任意 多 个 加 权 的 点 的 重心 位 于 曲面 上 或 其 上 方 . 这 就 是 下 面 的 


D 只 需 考虑 年 形 城 即 可 ,但 应 如 之 于 号 的 自然 女 制 部 是 凸 性 . 关于 与 凸 域 或 一 般 的 城 有 关 的 拓扑 问题 的 
讨论 ,不 在 我 们 的 计划 之 内 . 

2 关于 一 元 凸 也 数 的 概念 ,还 有 一 个 更 广 运 些 的 推广 , 它 在 函数 论 中 其 为 重要 ,但 我 们 将 不 对 讨论 , 若 
函数 中 (xy) 在 任 一 贺 的 圆心 之 值 不 超过 它 圆周 上 的 值 的 平均 , 则 称 之 为 次 调和 的 . 特别 地 ,车 中 为 
Pat AT ARY, H 

Vid=6,, +0, 20, 
则 它 是 次 调和 的 . KF A SE, OT SF. Rieaz[ 5,9] , Montel[ 1}. 
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定理 所 并 述 的 . 
ERN HO x,y) HH, BAGH 
(Egs, Zo) = Zq@(x,y¥). (3. 12.3) 
该 定理 的 证 明 ,除了 在 记号 上 有 一 些 明 显 改变 外 ,与 定理 86 的 证 明 相同 . 
也 有 一 个 与 定理 88 对 应 的 定理 ,只 需 断 言 曲 面 没有 一 条 弦 ( 除 了 它 的 端点 之 
外 ) 全 部 在 曲面 之 下 即 可 . 3.7 节 中 所 有 其 他 的 站 述 经 明显 的 改变 之 后 仍然 成 立 . 
对 应 于 定理 94 和 定理 95 的 定理 是 
ERIN 著 中 (xz,y) 在 一 开 域 万 内 为 二 次 可 微 的 , 则 其 在 了 万 内 是 一 个 凸 函 孝 
的 充 要 条 件 是 二 次 型 
Q = Ou + 2D, ww + Dv’ 
对 于 所 有 的 up RD PHAR x,y) ABA EE. 
车 0 严格 为 正 2, 则 (3. 12.3) 中 不 等 号 成 立 ,除非 所 有 的 x 和 所 有 的 y 都 
相等 . 
(1) 条 件 的 必要 性 , 右 (xz,y) 属于 也 , 则 由 (3. 12.2) LB y(t) r =0 的 某 一 
邻 域内 为 凸 的 . 因而 由 定理 ,x (0) 宇 0, 即 Q20. 
(2) 条 件 的 充分 性 . F 
2g ==1, X = Lax, Y = 之 97， 
则 
®(x,,y,) = B(XY) +(x, A D+, -VB Tl l -XD D, 


2(x,-X) (y,-¥) Ol + (7,-YV P]. 
其 中 指标 0 表示 点 (X,Y) ,指标 1 表示 连接 此 点 与 (x,,y,) 的 直线 上 的 某 一 点 . 由 
此 即 得 
SqP(x,y) = O(X,Y) = 中 (之 gr, 二 gy). 
HO 严格 为 正 , 且 等 号 成 立 , 则 对 所 有 的 vy,x, =X,y, =Y. 


注意 0 为 正 的 充 要 条 件 是 
b>0,9,>0,90.9,- 8 >0. (3. 12. 4) 
严格 为 正 的 充 要 条 件 是 
D. >0,0,6, -$B >0. (3. 12. 5) 


若 (3. 12.4) 中 第 三 个 不 等 式 成 立 , 而 前 两 个 不 等 式 以 反 号 成 立 , 则 9 为 负 . 
读者 可 将 本 节 的 定理 和 定义 推广 到 两 个 以 上 变量 的 函数 的 情形 . 


© 0¥0. 
2 Ku=vr=0 5} @ >0. 
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3.13 Holder 不 等 式 的 推广 


可 以 将 Hilder 不 等 式 写成 
W(ab) <M, (a) M, (b) (3.13.1) 
或 
Sgab < FF BgqF(a)]6 [Eg6(b)] (3. 13. 2) 


的 形式 ,其 中 (x) =x (r>1) G(x) =x r 同 平常 一 样 , 力 是 在 2.3 节 的 意义 下 
E r SHC TER. 若 记 
p = Fy = G',F(a) = x,6(b) = y,a = o(x),b = wy), 
则 得 
Laqb(x)uly) < $b Zqx)y( Lay). (3.13;3) 
其 最 简单 的 情形 是 


Slo (x on) +b (x, by.) ] < o[ > (x, +a) | pl On +n) |, 


它 表 示 这 样 的 一 个 事实 , 即 $(x)y(y) 是 x 和 y 的 凸 函 数 . 当 ( 恰 如 这 里 的 情形 ) 由 
Al ob 连续 时 , 它 即 等 价 于 更 一 般 的 不 等 式 (3. 13.3). 因此 ,将 上 面 的 论证 (具有 任 
意 的 $4 和 由) 倒转 , 则 得 

定理 100 BFF CHHAA RBH, U(ad) 5 M,(a) Melb) ATR 
的 充 要 条 件 是 !'(x)G '(y) 为 二 元 x 与 y 的 四 或 是 函数 . 在 前 一 情形 下 ， 
(3. 13. 1 ) 成 立 ; 在 后 一 情形 下 ,不 等 式 反 号 . 

可 以 取 F(x) =x',G(yY) =y 作为 一 例 . 此 时 由 定理 100 和 定理 99 即 得 

A (ab) sM, (a) M, (b), 

RÆr>l,s>1,H(r-1)(s-1)>1.#r<1,s<1,(1-r}) (1-s) 51, MARS 
式 反 号 . 这 些 就 是 仅 有 的 可 以 比较 的 情形 4. 在 论证 中 ,r =0 和 s =0 这 两 种 情形 排 
除 在 外 ,但 若 用 指数 (exponential ) 去 代替 方 次 (power) ,这 两 种 情形 也 可 包括 进去 . 

对 于 Halder 不 等 式 ,或 许可 以 寻求 一 个 更 为 直接 的 推广 . Hilder 不 等 式 谓 : 若 
f(x) 和 和 g(x) 是 x 的 互 道 的 正方 次 , 且 或 

(a) F(x) = af(x), G(x) = xg(x), 
或 


(b) F(x) = [fd, Clx) = [gD 


D 比较 定理 44. 
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则 (3. 13. 1 ) 成 立 . 因而 我 们 可 以 期 望 , 它 对 于 别 的 互 道 下 数 对 /和 8 也 成 立 . 下面 
的 定理 指出 ,这样 的 推广 是 不 可 能 的 . 

定理 101 设 /(x) 连 续 且 严格 单调 递增 , 它 当 x=0 时 为 0, 且 当 z>0 时 具有 
二 阶 连 续 导 教 . 又 设 g(x) 为 其 反 务 数 ( 它 必然 具有 同样 的 性 质 ), F(x) fo C(x) 
由 (8a) 或 (b) 定 义 , 且 (3. 13.1) 对 所 有 正 的 a,b 都 成 立 , 则 了 必 为 x 的 一 方 次 , 且 
(3. 13. 1 ) 就 是 Hilder 不 等 式 ， 

先 来 讨论 情形 (a ). ?车 我 们 像 在 定理 100 的 证 明 中 那样 ,将 ”和 6” 写成 中 
Al SW ply) DA a A y AAR, hE S 和 (3. 12.4)* 即 知 ,对 于 所 有 
正 的 x My, o"<0,p"<0 和 

Lb'(x)wh'(y) < h(x) bly) h(x) "(7). (3. 13. 4) 

#8 (x) =u,y(x) =v, 则 得 


k 1 
z = F(u) =uf(u), Ž = flu), u = @(+), 


ee iied) Ewo =e 


因而 有 
b(x)y(x) = x. (3. 13.5) 
于 是 有 
p'(x)yp(x) + 2h’ (x) (x) + O(a) p(s) = 0， 

FA (3. 13. 4) 即 得 

Coy + gy")? = 4h" y" < dph", 
式 中 所 有 的 参量 都 是 x, 上 式 仅 当 

b's = "= bby + hy =0 
或 中 为 常数 时 才能 成 立 . 因此 ,由 (3. 13. 5 ) ,xz /由 为 常数 . 此 时 ,中 和 其 他 的 范 
数 都 为 * 的 方 次 . 


3.14 关于 单调 函数 的 一 些 定理 


这 里 搜集 了 一 些 后 面 将 要 用 到 的 简单 定理 . 其 中 第 一 个 定理 正如 同 (3.4. 2) 
刻画 出 连续 吓 函数 一 样 刻画 出 了 单调 清 数 . 
定理 102° 


D 关于 情形 (b) ,可 和 参见 Cooper[ 4). 
2 将 记号 作 通 当 的 改变 
D Jensen[ 2) :Jensen 并 设 有 所 到 条 件 的 必要 性 . 
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(Sp)do( Sx) = Tpd(x) (3. 14. 1) 
对 所 有 正 的 x 和 p 都 成 立 的 充 要 条 件 是 中 (x%) 对 x>0( 依 广义 ) 单 调 递 减 . 相反 的 
不 等 式 类 似 地 刻画 出 了 章 调 递增 务 数 , 
车 由 (xz) 为 严格 单调 遂 减 , 且 zx 的 个 数 大 于 1, 则 严格 不 等 式 成 立 . 
(i) 若 中 单调 递减 , 则 中 (2Zx ) < h(x) ,因而 有 (3. 14.1). 
(ii) 若 在 (3. 14. 1 ) 中 取 m =2,x, =x,x, =h,p, =1,p =p, W43 
(l+p)d(xt+h) s(x) + poh). 
A> p 一 0, 则 可 得 (x +h) $lx). 
W plx) =x" '(0<a<1) p=sx tt, Be we 19. 
定理 103 
fC 2x) S 之 帮工 ) (3, 14.2) 
对 所 有 的 正 x 都 成 立 的 充分 条 件 是 x (xz) 单 调 递 减 . E (xz ) 为 严格 单调 递减 ， 
Hx 的 个 教 大 于 1, 则 有 严格 的 不 等 式 . 
理由 如 下 . Hic f(x) =xh(x) , 则 (3. 14. 2) 即 变 为 (3. 14.1) ,其 中 p =x. 该 条 
件 并 不 是 必要 的 ,因为 (3. 14. 2) 对 于 所 有 使 得 
f(x) > 0, max f(x) < 2min f(x) 
AY f(x) PRA. 例如 f(x) =3 + cos x. 
定理 104 # 
pb( Spx) = Tpd(x) (3. 14.3) 
对 所 有 正 的 x 和 pp 都 成 立 , 则 由 (x) 为 x 的 倍数 . 


若 在 (3. 14.3) 中 取 m =2,z =x.) =y,pi =y/2x,ps = > JUN 
b(y) e) 
x 


Y 
因 x 和 Yy 可 以 交换 , 故 /x 为 常数 . 


3.15 ”关于 任意 函数 的 和 数 :Jensen 不 等 式 的 推广 


可 以 定义 关于 任意 消 数 由 的 ”和 数 " ,同样 也 可 以 定义 相应 的 平均 . 令 
©S,(a) = pb [ Soa) ]， 
其 中 (x) 和 在 3. 1 节 中 一 样 为 一 个 连续 且 严 格 单调 的 函数 . 但 这 里 还 需要 多 假定 
一 些 , 因 为 g(a) 并 不 (如 像 了 gg$(a) 那 样 ) 是 $8(a) 的 值 的 一 个 平均 ,因而 不 一 定 
是 (x) 的 一 个 可 能 值 . 因此 ,我 们 假定 $(x) 对 所 有 的 正 x* 都 为 正 , 且 当 x 一 0 或 
当 x 一 *w% 时 趋 于 %. 我 们 也 假定 诸 a 都 为 正 , 而 当 有 某 些 a 为 0 时 ,请 读者 自己 去 
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考虑 作 适 当 的 修改 
定理 1052 若 业 和 X 连续 ,严格 单调 , 且 为 正 , 则 当 (1) 炒 和 XX 朝 相 反方 向 变 
化 时 ,或 (2) 由 和 XX 朝 相 同方 向 变化 而 X/ 东 为 单调 时 , 台 ,。 和 GS 可 比较 . 
EMBL) PL BY RRR mA 单调 递增 , 则 
S, < 5, (3. 15. 1 ) 
在 情形 (2) 中 , 若 X[W 单调 递减 , 则 (3. 15, 1 ) 成 立 . 在 情形 (1) 中 等 号 仅 当 仅 有 一 
个 a 时 才 成 立 ; 若 X/ 芒 为 严格 单调 ,在 情形 (2) 中 情况 亦 然 ， 
在 情形 (1) 中 , 当 X 为 单调 递增 时 ,有 
© (a) =x [x(max a)] = max a. 
同 理 , 有 S, (a) < min a. 
在 情形 (2) 中 , 设 w 和 X 单调 递增 ,并 记 
pla) =x, a = (x), ye” =f, 
则 (3. 15. 1 ) 化 为 (3. 14.2) , 且 当 zx - f(x) 为 单调 递 碱 时, 即 当 


fide (x) ] _ x) 
w(x) (x) 


为 单调 递减 时 成 立 . BF A 单调 递减 , 则 (3. 15. 1 ) 化 为 (3. 14.2) RS, AY 
jx 为 单调 递增 ,或 为 单调 递减 时 成 立 . 
读者 不 难 辨别 等 号 成 立 的 情形 . 5 y =x’, X =x" 时 即 得 定理 19. 
也 可 以 定义 与 2.10 节 (iv) 中 之 和 相 类 似 的 加 权 和 , 即 
T,(a) = 由 -1[ Epd(a)), 
其 中 诸 P 为 任意 的 正 数 . T, 4 Ep =1 时 化 为 钢 。, 当 每 一 个 p 都 为 1 时 化 为 S,. 


3.16 Minkowski 不 等 式 的 推广 


A (x) =x ,其 中 r>1, 则 有 


1 
m,(4+*) < SIM (a) +M), (3. 16.1) 
S,(¢ +*) < al S,(a) + ©, (6) ie (3. 16.2) 


D PAN (x) =x ,其 中 rr>0(2.10 节 的 情形 ). 此 时 (0) =0, 因 而 就 不 必 和 将 像 (1,1) 和 (1,1,0) 这 
样 的 两 组 a 加 以 区 别 . 2 $9(0) 为 正 ,这 样 的 两 组 a 就 必须 给 以 区 分 ,因而 定理 105 中 关于 等 如 成 立 
的 情形 的 判断 就 变 得 很 麻烦 .车 x-*0 时 中 (xs) 一 w , 划 当 有 任 一 a 为 0 时 ,名 ,(a) =0. 

多 ”该 定理 的 实质 部 分 属于 Cooper [2]. 
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T, (H) < FIT (a) + Tb)], (3. 16. 3) 


所 有 这 些 不 等 式 本 质 上 都 是 等 价 的 , 且 都 包含 在 定理 24 之 中 . 
对 于 一 般 的 中 ,这 些 不 等 式 并 不 等 价 ,它们 全 都 具有 形式 


29" | Epo(2+*)] < b'[ Eph(a)] +o [C Zph(s)], (3.16.4) 


不 过 诸 权 疡 之 间 的 差别 现在 却 有 着 重要 意义 .在 (3. 16.1) P, Dp =1; 在 (3. 16. 2) 
中 ,p=1; 在 (3. 16.3) 中 , 诸 p 为 任何 正 数 . 分 别称 这 3 AHH WHI), 
(Il). 在 讨论 它们 时 ,我 们 将 假定 对 x>0, 有 
中 >0, 中 >0. 
不 等 式 (3. 16.4) 谓 ,对 于 给 定 的 p,$ [ Tph(x) ] 是 n 个 变量 x ,x;,… ,x 的 
一 个 凸 评 数 ,或 撤 照 3. 12 节 ,对 于 所 有 使 得 x+ 为 正 的 4， 
x(t) = 中 [Epp(x + ut) | 
都 是 1 iS pa CP pu 为 固定 的 数 , 诸 zx Alp RER E p AUK eH, 
则 由 定理 94 ,此 条 件 等 价 于 Xx"(0) 宕 0, 经 直接 计算 即 得 
Lb'(y) x" = [b’(y) ]* Zpu d(x) - o"(y) [ Spud'(x) ]*, (3. 16.5) 


其 中 
yY=Y(O0) = 中- [ Epo(x)], (3.16.6) 
Hx” =x" 0). 因此 ,我 们 需要 考虑 ,在 什么 情况 下 有 
[$b' (x) l Epu p") - b"(y) [ Spud'(x) ]’ = 0. (3. 16. 7) 


容易 看 出 BATE p RFE SS EMARE , (3. 16.7) 一 般 不 能 成 立 . 例如 设 由 > 
0, 又 设 由 为 连续 , 且 有 时 为 负 . 于 是 可 以 选取 x, Ma, fE pl) <0,6"(2,) < 
0, 且 可 以 选取 u, Alu, ,使 得 
piu (xı) + pb (x,) = 0. 
此 时 ,(3. 16.7) 对 n=2 即 化 为 
[POO T [png Cx) + pub"(r,)] 0, 
而 这 是 不 成 立 的 . 因此 下 面 将 假定 
中 >0， 中 >0, ġġ" >0. 
可 以 将 (3. 16.7) 写成 
[Fd py p. x z 
wly) = rar > =i rp (3. 16.8) 


但 由 定理 7， 


D 我 们 拒 3.12 节 从 两 个 变量 推广 到 ”个 变量 这 种 明显 的 推广 规 为 理所当然 . 
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( Spud')* = (z pou JE) < Ip’ Ep = (3. 16.9) 
Wa 
y(x) = zp ete = Zpy(x), (3. 16. 10) 
对 所 有 的 x 成立, 则 (3. 16. 8) 对 所 有 的 x,u 必然 成 立 . 此 外 , 若 
es oe) ioe to eee 
则 (3. 16.9) 中 等 号 成 立 , 因 而 (3. 16. 10) 是 (3. 16.8) 成 立 的 一 个 充 要 条 件 . 最 后 ， 
ic y=o(x), 
Ply) = plx) = yl" (y)] = a (3. 16.11) 
则 (3. 16. 10) 即 变 成 
@( Spy) > TpP(y). (3. 16. 12) 
现在 分 别 来 考虑 情形 ( 1 ).C 0), CM). 
(i) 在 情形 ( I ) 中 ,(3. 16. 12) 成 立 的 充 要 条 件 是 B(y) 为 y 的 一 个 止 函 数 . 
(ii) 在 情形 ( 了 ) 中,(3. 16. 12) 即 反 号 的 (3. 14.2) Ay, @ {È xf. (3. 16.2) 
成 立 的 一 个 充分 (虽然 不 是 必要 的 ) 条件 是 Dy H y 的 一 个 增 范 数 ,或 者 ,也 是 一 
Epp" p” 为 x 的 一 个 单调 递减 函数 . 
Gi) 在 情形 ( 亚 ) 中 ,经 适当 的 变化 ,(3. 16. 12) 即 化 为 (3. 14.3). EM Oly) ey 的 
倍数 ,或 当 4 由 ”为 常数 时 [ 此 时 由 具有 下 列 形式 之 一 : 
(ax +b)" (a >0,c > 17), e7”. ] (3.16. 13) 
TRER. 在 这 些 情形 下 , 它 确 实 成 立 . 
条 件 (i) 和 (还 有 另外 的 形式 ,这 些 形式 可 以 更 好 地 表示 出 它们 之 间 相 互 的 关 
A. 我 们 将 假定 由 “连续 ,这样 做 并 不 会 严重 影响 到 结果 的 好 处 . 于 是 ,由 


”中 (xz) 
p(y) = aay 
即 得 
- Idx), 
dx (x) 
_l € g(x) 
p'a) dx? 6"(x) 
FA Cy) HEH h(x) /6"( x) 为止 时 为 四 ,换言之 , 即 当 中 dr/gm 为 单调 递 


中 (7) l, 


(y) = 


DT WA?" > 0. 
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增 时 为 四 . 这 些 就 是 (i) 的 其 他 形式 ,而 (了 的 另外 一 种 形式 则 是 “dv 由 "为 凸 函 数 ” 

总 括 以 上 结论 , 即 得 

T1067 12 oO HH, A db >0,h' >0,6">0, 0 

(i) (3. 16.1) 成 立 的 充 要 条 件 是 中 [由 为 凹 的 ,或 中 ' 由 [由 为 单调 递增 ; 

(ii) (3. 16.2) 成 立 的 充分 (但 不 是 必要 的 ) 条 件 是 中 [由 为 西 的 ,或 6"/6" A 
单调 递减 ; 

Gi) (3. 16.3) 成 立 的 充 要 条 件 是 中 为 (3. 16.13) 中 的 函数 之 一 . 

当 ( 比如 说 )$ >0,$' <0,g" >0, 或 当 这 些 不 等 式 都 反 号 时 ,请 读者 自己 阐明 这 一 定理 的 变 
E. 一 件 有 教 益 的 事情 是 去 证 明 (i)( 从 菜 一 x 之后) o = a/n x 时 成 立 , 其 中 p>1, 但 当中 = 
xzpln x 时 则 不 然 ; 对 于 ( 问 , 情 况 正 好 相反 . 


3.17 集合 的 比较 


定理 105 RBM MFA EH My Aly 及 所 有 的 a, 有 
S,(a) < S (a), 
本 节 的 定理 则 属于 男 一 种 不 同 的 形式 , 它 包 含 给 定 的 集合 (a) 和 (a') 及 一 个 变动 
的 函数 p 现在 来 考虑 在 什么 条 件 下 ,对 于 给 定 的 ec Ma’ 及 所 有 属于 某 一 类 的 咕 数 
中 ,有 
已 ,(a ) < S,(a), 
或 者 ,对 于 单调 递增 的 由 ,有 
中 (ai) + 中 (ay) + +h(a',) <h(a,) tola) + +O(4a,). (3.17.1) 
定理 107 设 和 集合 (a) 和 (a') 系 按 从 小 到 大 排列 , 则 (3. 17. 1 ) 对 于 所 有 连续 
且 单 调 递 增 的 另 数 由 都 成 立 的 充 要 条 件 是 
a, Sa, (v=1.,2,.…,n). 
条 件 的 充分 性 是 显而易见 的 , 要 证 明 它 的 必要 性 ,可 假定 ,对 于 某 个 ,有 a, 
>a, 和 a <b<a',, 并 定义 中 "(x) 为 
0 (x <b) 
ran fi (x > by’ 
于 是 
$b (a) Sp >pw-1 > ZH" (a). 
故 (3. 17. 1) 对 于 小" 不成立, 因而 对 于 由 " 的 一 个 适当 选取 的 连续 单调 递增 的 逼近 
也 不 成 立 . 


D 刻画 这 一 特征 的 时 先 的 结果 属于 Bosanquet [ 1 ] :Bosanquel 考虑 了 情形 { D). 
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下 面 的 定理 和 2. 18 HE2. 20 节 中 的 定理 有 关 . 

定理 108 人 铁 使 (3. 17. 1 ) 对 于 所 有 的 连续 凸 函数 中 成 立 , 其 充分 必要 的 条 件 
是 :或 (1)(a') 一 (a), 即 (a') 依 2.18 节 之 意义 为 (a) 所 控制 ,或 (2)(a) 依 2.20 
节 之 意义 是 (a) 的 均值 . 

车 这 些 条 件 都 满足 , 且 由 (x) 对 所 有 的 x 存在 且 为 正 , 则 在 (3. 17.1) 中 ,等 号 
104 (a) fo( a’) Fat A wm? 

我 们 已 经 证 明 ( 定 理 46) 这 两 个 条 件 是 等 价 的 ,因此 只 须 证 明 前 者 为 必要 a 
者 为 充分 即 可 . 可 以 假定 (a) 和 和 (a') 系 按 降序 排列 . 

(i) 条 件 (1) 是 必要 的 . RE) 

a’, +a‘, +e ta’ Sa, tat +a(v =1,2,..,.n), (3.17.2) 

fE van 时 取 等 号 . 

函数 x 和 -x 在 任何 区 间 内 都 连 续 且 是 凸 的 . 故 若 (3. 17. 1) 成 立 , 则 Za'< La, 
5( -a') S=Z( -a) Bde’ = Sa, IEBEN(3. 17.2) PY v =n 时 等 号 成 立 的 情形 . 

其 次 , 令 

中 (xz) =O(xsa,), (x) =x-a,(x > a,), 
则 四 (x) 在 任何 区 间 内 连续 且 为 是 的 , 且 olx) 20,o(x) Bx -a,. 因此 ， 
a’, +a’, ++ +a',-va, < Za) < Eola) =a, +a, + +a, - va,, 

此 即 (3. 17.2). 

(i) 条 件 (2) 是 充分 的 . 者 (a') 为 (a) 的 均值 , 则 对 于 所 有 的 和 vw, 有 

a’, = Pati +p a, + +> + Puata, 


其 中 


Py, = 9, 2, Pu =|, 2, Pow = 1, 
4 o> Ao 
o(a',) S pabla) + +p,,6(a,). (3.17.3) 
于 是 ,(3. 17. 1) 经 求 和 即 可 得 出 . 
Gin) EE. 17. 1 ) 中 等 号 成 立 , 则 (3. 17. 3) 必 对 于 所 有 的 A 以 等 号 成 立 . 
45 "(x) >0, 且 每 一 P 都 为 正 , 则 由 定理 95 可 知 ,所 有 的 a 都 相等 . 此 时 所 
有 的 a' 也 都 相等 , 且 两 者 具有 同样 的 公共 值 , 
但 一 般 说 来 , 某 些 p,, 可 能 为 0. 车 ps。>0, 亦 即 a, 在 关于 a' 的 公式 中 真正 出 
LW a’ Ala, 是 直接 有 联系 的 ; 若 某 两 个 元 素 ( 不管 是 a a’) HARE 


D Schur [2] 证 明了 (2) 是 一 个 充分 巢 件 ,关于 等 号 成 立 情况 的 论述 也 是 属于 他 的 . 至 于 完整 的 定理 ,可 
参见 Hardy , Littlewood, and Pólya [2]. Karamata [ 1] 考虑 了 条 件 (1). 
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成 一 链 , 链 中 相 邻 的 两 个 元 素 都 是 直接 有 联系 的 , 则 称 该 两 元 素 是 有 联系 的 
现在 来 考虑 与 a, 有 联系 的 所 有 元 察 做 成 的 全 集 C. 可 以 将 此 集 写成 (着 有 必 
要 ,可 将 元 素 的 编号 加 以 改变 ) 
(C) Bj 5G e°"* 58.) “O98 35°58 os 
在 C 中 每 个 a 的 表达 式 中 ,只 出 现 C 中 的 a 而 无 其 他 的 e, 同 时 也 没有 别 的 a' 使 得 
在 它 的 表达 式 中 真正 出 现 C 中 的 a 于 是 ,利用 诸 的 和 的 性 质 , 即 得 


5 = 2, Pu = 2, 2, Pow = ia 
OC 所 包含 的 a 与 其 所 包含 的 a 一样 多 . 由 定理 95 和 (3, 17.3) 中 的 等 式 , 可 知 与 
某 个 a 直接 有 联系 的 所 有 的 a 都 等 于 该 a". 因此 ,所 有 有 联系 的 a 和 a' 都 相等 , 因 
而 C 包含 每 一 集中 的 r 个 全 都 等 于 a 的 元 素 . 
从 w,. 出 发 重复 此 项 论证 , 即 可 断言 :(e) 和 (a ) 两 者 都 是 由 一 些 各 由 相同 元 
承 做 成 的 块 所 组 成 ,相对 应 的 块 中 的 元 素 具有 相同 值 . 
我 们 已 经 顺便 证 明了 : 
定理 109 车 由 (x) > 0,p,, >0,> pu = 1, > pu =1,a, = È Pu, , ay 
pl(a') < Eola), (3.17.4) 
除非 所 有 的 a 和 a' 都 相等 
奉 所 有 的 a' 都 相等 ,(3. 17.4) 即 为 定理 95 的 一 种 特别 情形 . 
定理 108 的 一 个 常会 用 到 的 特别 情形 是 
定理 110 若 由 (x) 连 续 且 为 凸 的 ,并 且 | 及 1 大 Il , 则 
d(x -h') +(x +h’) bx -h) + h(x +h). (3.17.5) 


3.18 OAR — ARTEA 


KA 3.6 EFR ,我 们 一 直 假定 plr) ER. 我 们 现在 将 放弃 这 一 假设 而 来 考虑 
(3. 5. 1) 的 直接 推论 . 下 述 诸 定理 的 总 的 论断 就 是 :一 个 上 西 函 数 要 么 很 规则 ,要 么 
很 不 规则 ;特别 地 ,一 个 并 非 “ 完 全 不 规则 "的 西 函 数 必 连 续 ( 因而 连续 性 的 假设 并 
没有 原来 意料 到 的 那么 限制 人 )， 

定理 111 Rois) ALARM K)AAGSH HAH, K) AiE i+ 
为 上 有 界 , 则 中 (zx) 在 开 区 间 ( 甩 ,大 ) 内 连续 . 此 外 ,由 (xz) 还 处 处 具有 左 导数 和 右 导 
数 , 右 导 教 不 小 于 堪 导数 , 且 两 个 导数 都 随 x 而 增加 . 

由 此 可 知 ,不 连续 凸 泪 数 在 任 一 区 间 内 都 无 界 . 

先 证 明 由 x) 在 (8,K) 内 的 任 一 区 间 中 为 上 有 界 . 证 明 的 核心 就 是 这 点 . 3. 6 
广 的 论证 指出 ,对 于 任何 有 理 数 g, 有 
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o( Xqx) <= Zgp(x), 
只 是 从 有 理 数 9 到 无 理 数 4 的 过 程 中 我 们 才 用 到 连续 性 的 假设 . 今 设 i 是 (h,k)， 
并 设 由 在 i 中 的 上 界 为 G. 只 须 证 明 由 在 (1,h) 和 (k,m) 中 为 上 有 界 即 可 ,其 中 ! 和 
m 是 满足 关系 式 H<1<h <k<m < 上 的 任何 数 . E xr 属于 (1,4), 则 在 i 中 可 得 一 
,使 得 x 将 (1,E) 分 成 有 理 数 之 比 . 于 是 ,gb(x) 就 小 于 一 个 由 中 (1) 和 G6 所 决定 的 
界 , 因 而 在 (1,8) 中 为 上 有 界 . 同 理 , 它 在 (k,m) 中 亦 必 为 上 有 和 界 . 
要 详细 叙述 这 一 论证 , 现 令 有 表示 i 的 左 端 点 ,G6 为 中 在 i 中 的 上 界 , 并 假定 

H<l<x<h. 
可 以 选取 整数 mm 和 n>m ,使 得 

上 =1+ 一 (z 一 有 


属于 i, 因 而 
(x) = a Dg (E) + N) 


—C+- on b(1) < max[C， 中 (1) | 


因而 rr EA. 

在 证 明 该 定理 的 其 余部 分 时 ,可 以 只 限于 讨论 (H,K) 内 的 某 一 区 间 (H',K')， 
或 者 ,换言之 ,可 以 假定 中 在 原 区 间 内 为 上 有 界 . 于 是 我 们 就 假定 在 (H,K) 内 中 (x) 
<G,H<x<K,m 和 n>m 都 为 正 整 数 ,5 是 一 充分 小 的 ( 正 的 或 负 的 ) 数 ,使 得 x + 
nd 仍 属 于 (用 ,大 ). 于 是 ， 

h(x + m8) = |E tln- mt] Ba + n8) + olx) 


或 
p(x + nb ~ (x) > 中 xz + mo) = OA) Gn. Bony, 


以 -5 代 5, 并 结合 这 两 个 不 等 式 , 则 得 


n m 


> P Hr mi y Pfs) = gla = m0) (3. 18.1) 


( 中间 的 不 等 式 可 由 由 的 二 性 间接 得 由) 
4 7£.(3. 18. 1) 中 取 m=1, 并 记 住 $8 志 6, 则 可 看 出 
CAPA) > g(r +8) -$x) > ola) -la -6) > SEE 


(3. 18. 2) 
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现 假定 S 0,n 一 om ,但 同时 保证 x+nz 仍 在 区 间 ( 右 ,KK) 之 内 , 于 是 ,由 (3, 18.2) 可 
知 ,由 (xz +G) 和 中 (xz -6) 都 趋 于 小 (xz) ,因而 中 连续 . 


其 次 ,假定 5>0, 并 在 (3. 18.1) 中 以 二 代替 5, 则 得 
由 x+5) - (x) 、 史 (xz +6) - d(x) 
Ô g ô' 


> 由 和 -ls = 5) p ots) Gls = 8) (3. 18.3) 


其 中 5' = mô/n TIEF 8 的 5 的 任何 有 理 倍数 . 因 中 连续 ,(3. 18.3) 对 任何 6 <8 
都 成 立 . 于 是 可 知 , 当 6 单调 下 降 趋 于 0 时 ,左右 两 端的 商 数 分 别 单调 递减 和 单调 
递增 ,因而 分 别 趋 于 某 一 极限 . 因此 ,中 具有 右 导 数 和 左 导 数 o, 和 路 且 中 大 
h 

最 后 ,可 以 记 x -6 =x rxn, atsain, t =2x,),F 
是 ,由 (3. 18.3) 即 得 

plz) — olz) 本 p(x,) - (x) 
oe E. X | 
进一步 ,着 x <x, <x, <x, WG 
p(x.) - p(x) =. p(x; ) — (41) 
Xy 一 X x. — 4, 
令 xy Xa Xr x, WG 
h'(x) = h(x) = o'x) = p'a), (3. 18. 4) 

这 就 完全 证 明了 定理 . 

由 上 所 述 显然 可 以 看 出 , 阁 x, Sx, <x, <x,, Ml 
(x) > $lx) - p(x) 

3 一 二 3 

定理 111 关于 和 微 系 数 由 (xz) 的 存在 与 否 并 没有 作 什 么 论断 . 但 容易 证 明 ,至 
多 除了 x 的 一 个 可 列 集 之 外 ,由 (xz) 常 存在 . BK 由 (zx) ,作为 一 个 单调 函数 ,至 多 
在 除了 一 个 这 类 的 集 之 外 为 连续 . GET x, 处 连续 , 则 由 (3. 18.4)’, (x) 位 于 
中 (x) 和 中 (x) 之 间 ; 但 当 x 一 + Bt ol) AF oila), i o,a) = 
h'(x) AM x=x, 时 由 (x) 存在. 

由 (3. 18.5) 显然 也 可 以 看 出 ,着 四 (x) 在 一 开 区 间 (a,8) 中 连续 且 为 凸 的 , 则 
对 于 (a,b) 的 任何 闭 子 区 间 内 的 所 有 x Alx’, 

p(x ) - d(x) 


x -Y 


= ġ', (x). (3. 18. 5) 


为 有 界 . 
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3.19 连续 凸 函 数 的 其 他 性 质 


现在 假定 (x) 连 续 且 为 凸 的 . 由 (3. 18.5) AT A H <E<K, H 
Pi (2) <A S'E), 
则 直线 
y-o(€) = A(x -€) (3.19.1) 
全 部 都 在 此 曲线 之 下 (在 曲线 上 或 其 下 方 ). REZ, 
定理 112 若 由 (x) 连 续 且 为 凸 的 , 划 过 曲线 y= 中 (xX) 上 的 每 一 点 至 少 有 一 条 
直线 , 它 全 在 曲线 之 下 ， 
过 曲线 上 一 点 且 全 在 曲线 一 边 ( 上 边 或 下 边 ) 的 直线 叫做 该 曲线 的 支撑 线 (StUtzgerade). 若 
中 (zx) 为 问 的 , 则 由 (x) 的 图 像 在 每 一 点 都 有 一 条 在 曲线 上 边 的 文 撑 线 . (x) WE, MBE 
的 , 则 这 两 条 直线 必 合 而 为 一 ,因而 中 (x) 必 为 一 直线 ， 
容易 直接 看 出 定理 112 成 立 . BE <a <x',P,.0,0' 为 曲线 上 与 .x ,x' 相 对 应 的 点 , 则 PO 在 
PO’ FA PO 的 斜率 随 x AFETE, Ale FRE v. 同 理 , 若 x<t, 且 x 趋 于 上 , 则 OP 
的 和 斜率 单调 递增 趋 于 某 一 极限 jz He 大 于 yx x. 分 别 小 于 和 大 于 5, 且 充分 靠近 EE, 则 PP 必 在 
P,P, 的 上 方 ,这 与 曲线 的 凸 性 相逢 盾 . Alt usr. Aaa Ma 和 vv 间 的 任何 值 (包括 ,wv 在 内 )， 
则 (3. 19. 1) 即 在 曲线 的 下 方 . 
在 这 一 证 明 中 ,我 们 并 没有 求助 于 定理 111 .但 该 证 明 所 依据 的 ,恰恰 就 是 3. 18 节 中 比较 正 
式 而 且 是 分 析 的 证 法 所 依据 的 几何 思路 . 
现在 反 过 来 ,假定 (x) 连续 ,并 且 具 有 定理 112 所 断言 的 性 质 . A x, 和 和 x, 是 


x 的 两 个 值 ,P, 和 P, 是 曲线 上 与 之 对 应 的 点 ,P 是 与 = 地 (x +) 对 应 的 点 , 则 


P, ALP, 两 者 必 都 在 某 一 条 过 P AMBRE, E P P: 的 中 点 也 在 P 的 上 方 . 故 
d(x) Ache. 

于 是 我 们 已 经 证 明 ,定理 112 PER AES AA HERE TT —TREARE, 
因而 可 以 用 作 上 同性 的 男 一 定义 . 就 是 说 ,对 于 连续 函数 ,可 以 定义 凸 性 如 下 : 设 
h(x) AC AK) 中 的 连续 函数 , 若 对 (月 ,大 ) 中 的 任 一 点 去 ,存在 一 个 教 人 =A(E) ,使 
FMT (HK) 中 所 有 的 x, 都 有 

中 (去 ) +A(x -&) < h(x), 
则 称 由 (xz) 在 (有 天) 中 为 西 的 . 

凸 函 数 的 这 一 定义 和 基于 (3. 5.2) 所 给 出 的 定义 一 样 自然 ,可 以 直接 从 它 推出 连续 凸 函 数 

的 一 些 特征 性 质 . 例如 不 等 式 (3.4.2) 可 以 证 明 如 下 显 


了 Jessen[ 2 | 
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像 通 常 一 样 , 记 
Alb) = Egb, 
HH €=W(a) ,这 是 在 a 的 变化 区 域内 的 一 个 值 , 于 是 对 某 一 个 A AERA a, A 
b{U(a)] +Al(a-&) = la). 

在 等 号 两 边 施行 运算 气 , 则 得 

中 [We)] +al Ua) -£1 < Al pla) | 
BY. 

(Wa) }] < Ul (a) ], 

HEB (3.4.2). 将 这 一 证 法 与 3. 10 FP AA RR ee a. 


3.20 REAM OBR 


由 定理 111 ,不 连续 的 凸 函 数 在 任何 区 间 内 都 是 无 界 的 ,它们 的 存在 只 在 
Zermelo 公 理 的 假定 之 下 或 在 (这 对 我 们 的 目的 来 说 也 是 等 价 的 ) 连 续 统 是 可 以 良 
序 的 假定 之 下 才 得 到 证 明 . 

若 

f(a+y) =f(x) +fly), (3. 20.1) 
则 
f(2x) = 2f(x), 


YA) = fla ty) = fz) +f). 


因此 ,(3. 20. 1) aS A — TS wa 

Hamel [1 ] X EHT, 4% Zermelo 公理 成 立 , 则 对 于 实数 ,存在 一 组 基 [a,B， 
Yoo] ,也 就 是 说 ,存在 一 组 实数 ,8,y,… ,使 得 每 一 个 实数 * 都 可 以 唯一 地 表 成 
一 有 限 和 的 形式 : 

x = aa+bB+:… +l, 
其 中 系数 a,5,…, 1 为 有 理 数 . 若 我 们 假设 这 一 事实 成 立 , 则 可 以 立刻 写 出 
(3. 20. 1 ) 的 不 连续 解 . 对 于 x =a,B,…, 我 们 随意 给 定 扎 xz) ABE fla) VB) ,…， 
然后 一 般 地 定义 f(x) 如 
Sx) = afla) + bf(B) + + (A). 
于 是 , 奋 y=a'a+…, 则 得 
flx+y) =fl(at+a')at--] = (ata’)f(a) +o = f(x) +fly). 
KF i a ET (3. 20.1) 的 解 以 及 与 之 有 关 的 不 等 式 等 的 更 为 详尽 的 研究 ,可 参 


D 也 可 参见 Hahn[ 1,p. 581]. 
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W, Darboux[ 1 ] ,Fréchet[ 1 ,2 ] ,F. Bemstein[ 1 ] , Bernstein and Doetsch{ 1 ] , Blumberg[ 1 ] , Sierpifiski 
[1,2] ,Cooper[ 3] ,Ostrowski[ 1 ]. Blumberg 和 Sierpifiski 证 明了 ,任何 可 测 的 凸 函数 必 连 续 ,0s- 


trowski 得 到 了 一 个 更 为 一 般 的 结果 . 


3.21 各 种 定理 及 特例 


定理 113 车 a 为 常数 ,a0 ww =a 中 , 则 
SE (a) = Syla), T (a) = Ty(a). 

(M 的 相应 的 性 质 已 包 食 在 定理 83 之 中 . ) 

定理 114 凸 函 数 的 单调 递增 凸 冰 数 是 凸 的 . 

定理 115 ”车 一 条 连续 曲线 的 每 一 条 弦 总 包含 位 于 曲线 上 方 的 一 点 , 则 每 一 条 弦 上 的 每 一 
点 ,除了 端点 之 外 ,都 在 曲线 的 上 方 . 

定理 116 ”车 由 (zx) 为 一 个 连续 西沙 数 ,a <b <c,H bla) =6(b) = 中 (c) , 则 由 (xz) 在 (ac) 
中 为 常数 . 

定理 117 车 下 式 中 所 有 的 数 都 为 正 , 则 


ein + y In > (x+y)in2*2 


ath’ 
除非 x/a = y¥/b. 
[ (x Inx)">0.1] 
定理 118 f(x) HE.AA KT AY A In KKz) 为 一 凸 函数 的 充 要 条 件 是 态 -f? 20. 


定理 119 h(x) 4 x >0 RER ARR xb(*) 和 中 人 一] 当中 有 一 个 为 凸 的 , 则 另 一 个 亦 然 


定理 120 若 由 (x) 为 正 ,二 阶 可 柱 , 且 为 凸 的 , 则 
gr acest) (s21), eae") 
亦 然 {前 者 是 对 正 的 x). 


定理 121 若 峭 与 x 连续 且 严 格 单调 ,x 单调 递增 , 则 
py Cay reba) sx Lx" Ca YCa,)] 
对 所 有 的 a 和 9 都 成 立 的 充 要 条 件 是 
中 (7) = niyy er)] 


Area). 
( 比较 定理 92. ) 
定理 122 设 对 一 开 区 间 ! 中 满足 关系 式 x, <xy <x, 的 任何 x, ,x2 .x3 ， 
plx) Cx — x) + olx) (x, — x3) + olx) (x, -—2,) BO (1) 
或 (也 即 ) 
| x $lx) 
l xy g(x,) |29, 


| xy d(x, ) 


(ii) 
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则 由 (zx) 在 /中 连续 , 且 在 /中 每 一 点 都 有 有 限 的 左 导数 和 右 导 数 . 

车 中 (x*) 为 二 阶 可 微 的 , 则 (让) 和 (0 与 微分 不 等 式 

p(x) 20 

等 价 . 

[(D 和 (站 是 (3. 5. 2) 的 另 一 种 形式 , 故 由 (xz) 为 凸 的 . 因而 此 定理 乃 是 定理 111 和 定理 94 的 一 
部 分 的 改 述 . | 

定理 123 设 对 一 开 区 间 / 中 满足 关系 式 <x, <x3 <x, + RIFE x, ,x ,x3， 

中 (xi )sin(x, —x,) + olx )sin(zl — x3) + @(x,)sin(x, -—x,) 20 (1) 

Bx ( ERI) 
cosx; sinx, 中 (xi) 


cosx, sinx, (x,) | 9, (ii) 


cos sinx, 中 (x3) 
则 由 (x) 在 7 中 连续 , 且 在 了 中 每 一 点 都 有 有 限 的 左 导数 和 右 导 数 . 

& 中 (x) 为 二 阶 可 微 的 , 则 (1) 和 (0 与 微分 不 等 式 

中 (x) + p(x) 20 

等 价 . 

(该 结果 在 研究 凸 曲 线 以 及 解析 函数 在 角 城 中 的 性 状 时 很 是 重要 , 参见 Pblya[ 1,p. 320;4 ,p. 
573 -576]. ) 

定理 124 EAR (zx) 在 一 区 间 PHORRMRR ARE: Ha 为 任 一 实数 ,i 为 /中 
的 任 一 闭 区 间 , 则 中 (x) + ax TE ta RE ERA Bx 与 中 (x) 为 正 , 则 tn 中 (sx) 
为 ln x 的 凸 函 数 的 充 要 条 件 是 :xz" 由 (xz) 具 有 同样 的 极 大 性 质 . 

(关于 这 一 定理 的 应 用 , 它 是 从 定义 直接 就 可 以 得 出 的 ,可 参见 Saks[1]. ) 

定理 125 连续 薄 数 g(x) 在 (a,b) 中 为 凸 孙 数 的 充 要 条 件 是 :对 a<s -hex<x+heb,F 


小 让 
$bCxr) < srl, b(t) di. (i) 


[这 是 定理 124 的 一 个 推论 . 若 h(x) L(A), MU (x) + ax 亦 然 ;而 且 很 明显 ,任何 满足 (j) 的 
连续 函数 必然 具有 定理 124 中 的 性 质 . © 

也 可 以 独立 地 证 出 定理 125 , 它 还 有 许多 的 推广 . 特别 地 ,我 们 只 须 假设 ij) 对 所 有 的 * 和 任意 
小 的 =h(x) 都 成 立 . | 

定理 126” 若 $(x) 对 所 有 的 = 都 是 一 连续 凸 函数 . 且 非 常数 . 则 当 * 朝 某 一 方向 趋 于 无 穷 
时 (x) 亦 趋 于 无 穷 ,而 且 到 后 来 将 大 于 1x1 的 某 一 常数 倍 . 

定理 127 车 当 z>0 时 由 >0, 且 中 (0) <0, 则 /x 当 x>0 时 单调 递增 

[该 定理 可 从 方程 

只 全 ( 息 ) = x6'- 6, 三 (x6' 9) = 28" 


A 


D 冤 得 到 一 个 正式 的 证 明 , 可 利用 定理 183. 
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立刻 得 出 . | 

定理 128 若 当 *z0 时 入 >0,. 且 

lim( xp’ 一 中 ) <0, 

则 当 x >0 时 dx( 严 格 ) 单 调 递减 . 

(H xp! -由 为 单调 递增 , 故 上 面 的 极限 必然 存在 ,该 结果 可 从 证 明定 理 127 时 所 用 的 方程 得 
出 . 定理 127 和 定理 128 中 所 考虑 的 情形 万 是 当 和 >0 时 可 能 出 现 的 极端 情形 . 若 一 个 条 件 都 不 
满足 , 则 $x 对 某 一 正 x 取 极 小 . ) 

定理 129 若 对 于 所 有 的 x, 由 >0, 由 0) =0, 且 当 z=0 时 ,hx 解释 为 由 (0) , 则 对 于 所 有 
的 x, 中 /x 单调 递增 . 

定理 130 FBO a, ,az ,…,as ,1 按照 3.5 节 的 意义 为 凸 的 ,就 是 说 ,者 

Ata, = a, —2a,,, +a,,. 20 (v=1,2,.,2n -1), 
则 
ay + ae 十 Oy, 4] = ay + dy 一 + n 

除了 这 些 数 成 一 算术 级 数 的 情形 之 外 ,不 等 号 成 立 . 

(Nanson[ 1 ]. 对 诸 不 等 式 

r(n-r+ 1)A7a,,_, 20, rín- r) A*a,, = 0 

RA. 定理 130 也 可 作为 定理 108 的 特别 情形 来 证 明 : 由 数 2.4,…,2n 各 取 n+1 次 所 成 的 集 被 
由 数 1,3,…,2n +1 各 取 n 次 所 成 的 集 所 控制 . ) 

定理 131 着 0<x<1, 则 

_ ntl an 
~ a z E Jx 

( 在 定理 130 He r=y ,a, 5y. ) 

TERE 132 WC 为 某 一 贺 的 圆心 ,4o41…4。C4o HR—- BMI. APR C IERA BRE A MA 
序 散 布 在 加 上 . C ,4o ,4, BEM, MA, .4: ,… ,4, -1 是 变动 的 , 则 该 多 边 形 的 面积 与 周 长 当 

AgA, = AA = … = A 

时 最 大 . 

[F ZA, CA, 为 上 因为 当 0<z<T 时 ,(sinxz)”"<0, 故 由 定理 %5 ,有 
= 


n 


LASA a, < sin( 
n 


除非 所 有 的 a, 都 相等 . 若 诸 a, 各 代 以 a, , 亦 有 类 似 的 不 等 式 . 由 这 些 不 等 式 即 得 出 该 定理 的 


两 个 部 分 . SA, An 合 而 为 一 时 ,它们 即 化 为 我 们 所 熟悉 的 正 多 边 形 所 具有 的 极 大 性 质 , ] 
定理 133 设 太 和 & 是 连续 单调 递增 的 互 逆 函 数 ,它们 在 0 点 都 为 0. VF =y. =g, Hg 
满足 不 等 式 
a(xy) = g(x)aty). 
HATMA I C(b) 6G(8) 成 立 的 正 b 和 正 a 都 有 
Sab < AB, 
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出 


2F(a) <= aT} 
(Cooper[3]. 当 / 为 x MAAN ,此 结果 已 包含 在 定理 15 之 中 . ) 
定理 134 若 由 zx) 当 xz0 时 连续 且 为 凸 的 ,= 1,2,3,……:av 为 非 负 且 单 减 , 则 
中 (0) + Lid(na,) - b(n-1)a,jl sb( Za, ). 
若 由 (xz) 严 格 单调 递增 , 则 等 号 仅 当 诸 e 从 某 一 点 起 都 是 0 ,而 在 该 点 之 前 都 相等 时 成 立 . 
( Hardy , Littlewood , and Pålya[ 2]. 记 
w = 0,5, = a, +a, 4°" +4, (> 三 1)， 
s+ (pp~- 1)a, =5,_, + va, = 2x, 
s,- (r - l)a, = 2h,s,_, —va, = 2h’, 
容易 证 明 14'1 sh, FHWA a, =0 或 
人 | 三 03 三 "三 
时 成 立 . 由 定理 110 可 得 
pva,) -l (v-1 )a,] $s,) - b(s,_,), 
经 过 求 和 即 得 所 要 的 结果 . ) 
定理 135 #q>1, Ha, 单调 递 威 , 则 
Ei- (vv-1)la 三 ( La, )9. 
(定理 134 的 特例 . ) 
定理 136 Wa HE vy pr Pa WRR iin 是 数 1,2,…,m 的 一 个 排列 ;由 和 YY 连 
续 且 严格 单 洞 ,. 且 x 单调 递增 , 则 欲 使 对 所 有 的 ae 和 9 都 有 
Ry -My (a) < Wa a) , 
(1) 对 =12. my, KF, AH; 
(2) ya 关于 网 HOREA >p, AA Sp ERA isinin 中 对 应 于 一 个 反 转 ( 即 ,车 在 
数列 1,2.……,m Pye HF A SATE ih Wii, Pye fF A SH). 
(Jessen[ 3 ]. ) 
定理 137 ft 
Dera WY (a) < PMen M (a) 
对 所 有 的 a 和 9g 都 成 立 , 其 充分 必要 条 件 是 :(1)r, <s, (2) ss, (up 与 的 变化 范围 依 定理 
136 中 所 定义 ). 
(Jessen[ 3]. 最 重要 的 情形 是 : 


m=t, res: (1) 


m = 2, (ii) = (2,1), Sy) = fy SS, = Fy. (ii) 
这 两 种 情形 与 定理 16 和 定理 26 相对 应 ,定理 的 核心 包含 在 这 样 一 个 说 法 之 中 , 即 当 此 不 等 
式 的 两 边 可 比较 时 ,可 以 通过 重复 运用 与 (i) 和 ( 邮 相 对 应 的 特殊 情形 而 证 明 此 不 等 式 . ) 
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定理 138 设 在 一 开 区 间 ( 例 如 0<x<1) 中 定义 的 连续 曲线 y= 由 (x) 具 有 下 面 的 性 质 : 过 
曲线 上 的 每 一 点 或 有 (a) 一 条 直线 在 曲线 的 下 面 ,或 有 (4b) 一 条 直线 在 曲线 的 上 方 . 则 (a) 和 (8) 
中 必 有 一 个 对 曲线 上 的 所 有 点 都 成 立 ,因而 此 曲线 或 为 凹 的 或 为 凸 的 . 

[ 容易 证 明 BS, AS, 分 别 是 使 得 (ae) Ab) 成立 的 x 值 所 成 之 集 , 则 S。 与 S 为 拷 集 ( 在 开 
区 间 中 ). 但 一 连续 统 不 可 能 是 两 个 相互 排斥 的 非 空 闭 集 之 和 . ] 

定理 139 (x) TEC HK) PARMA FRA (x) E(x) CE x RE FR (x) HE 
个 包含 <* 的 区 间 中 的 下 界 的 极限 ) , 则 m(x) FE — EE eM; A BRC h(x) 49 (x) TH ID 
(x) 的 图 像 在 区 域 Hex<K,yem(x) p HE. 

4 由 (x) 为 凸 的 , 且 非 下 有 界 , 则 其 图 像 在 区 间 Hx ck 中 稠密 

( Bernstein and Doetsch{ 1]. ) 
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4.1 导 引 


对 于 寻常 分 析 中 所 出 现 的 一 些 特 殊 不 等 式 ,利用 某 些 特别 的 方法 来 证 明 ,往往 
比 求助 于 任何 一 般 性 的 理论 要 容易 得 多 . 因此 ,我 们 现在 就 把 本 书 主 题 的 系统 研究 
暂 置 一 边 ,而 专 辟 一 短 章 来 阐述 一 些 最 简单 而 且 最 有 用 的 特别 方法 . 本 章 主 要 是 按 
照 所 用 的 方法 和 工具 (而 不 是 依照 结果 的 性 质 ) 来 安排 内 容 的 :其 中 4.2 节 至 4.5 
市 介绍 一 元 函数 的 微分 法 ,4. 6 节 讲 述 多 元 函数 的 微分 法 ,4.7 节 及 4. 8 节 讲 述 积 
分 法 . 


4.2 中 值 定 理 的 应 用 


我 们 的 前 几 个 例题 所 依据 的 就 是 中 值 定理 
f(x+h) -f(x) =hr (r+Oh) (0<0<1), (4.2.1) 
的 直接 应 用 或 其 在 高 阶 导数 方面 的 推广 . (4. 2. 1 ) 的 一 个 推论 就 是 :导数 为 正 的 函 
数 总 是 随 x 的 增 大 而 增 大 . 
(1) 当 x>0 时 ,我 们 有 


In(a+1)-Inx = 


其 中 xx<t<xz+l. 由 此 即 得 


Elx[In(x +1) ~Inx|} = ln(x +1) - In z - — 


1 


x 


L 
E 3 


> 0, 


(x +1)[In(x +1) — Ine] =In(x +1) -lnx- <0. 


因此 (1+) 随 * 的 增 大 而 增 大 , (1+) BBA. 因 后 一 函数 
就 是 (1 -—-) “ ,其 中 y =x+1> 1, 于 是 可 得 


定理 140 当 x>0 时 ,| 1 +) 单调 递增 ; 当 Y>1 时 ,人 1 -六 单调 递减 


该 定理 实质 上 和 定理 35 相同 . 
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(2) 若 x>1,r>1 ,我 们 有 
x =1l+4+r(x-1) torr WE M(x -1)?, 
其 中 1 <é<x, Ama 
定理 141 >l +r(a-1) +r- DE) ei eet), 
这 一 不 等 式 已 在 2. 15 节 中 得 出 ,不 过 那里 所 得 到 的 形式 没有 现在 的 精确 . 
(3) x40, Ml 


on ee ae", (4.2.2) 


其 中 0 <0<1, 因 而 有 

定理 142 e'>l+x (x0). 

可 以 得 出 定理 9 的 另 一 个 证 明 . 大 

Zq=1,Zaa = A 
且 诸 a 不 全 相等 , 则 可 令 a= (1+x) 气 ,其 中 gx =0, 诸 x 不 全 为 0. FE, +s 
e ,不 等 号 至 少 对 一 个 x 成立, 且 
Mat = ATT(I +x)" < Me™ =A = Ega. 

这 一 证 法 乃 是 3. 19 节 末 所 用 证 法 的 一 种 特殊 情形 


(RRS) =e -1 -x Fx? 及 其 一 阶 和 二 阶 导数 当 x =0 时 为 0./(x) 再 
没有 别 的 0 点 ,因为 (通过 反复 运用 Rolle 定理 ) J"(x) =e" 没有 0 点 . 于 是 


ef > (x >0)， e < (x <0). 


这 种 证 法 也 可 应 用 于 各 种 函数 的 Taylor 极 数 的 任何 多 项 . e AR e 时 ， 
则 得 

定理 143 Hn 为 奇 , 则 
和 + + (x #0). (4.2.3) 


* 


车 nn 为 偶 , 则 (4.2,3) 当 x>0 时 成 立 , 而 当 x <0 时 反 号 . 


4.3 ”初等 微分 学 的 进一步 应 用 


在 本 节 中 ,我 们 将 给 出 一 些 并 非 显而易见 的 应 用 . 


e ”> + 和 十 
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(1) 上 反复 运用 Rolle 定理 ,容易 得 出 下 面 的 引 理 了 :车 
fixy) = cox + cx 'y +e teny =0 

的 所 有 根 x/y 都 为 实 的 , 则 由 此 方程 通过 对 x 和 yy 的 偏 微分 而 得 的 所 有 非 恒 等 方 
程 2 的 根 也 都 是 实 的 . 此 外 ,若是 其 中 的 一 个 方程 , 它 有 一 个 重 根 a, 并 且 忆 是 由 
让 经 微分 而 得 的 方程 , 则 a 也 是 斑 的 一 个 根 , 其 重 数 比 原来 多 一 . 

现 用 此 引 理 来 证 明 一 个 在 2. 22 节 中 已 经 证 明了 的 定理 ,不 过 当时 定理 的 形式 
没有 下 述 的 完善 . 

定理 1443 车 al ,al ,…,a, Xn PAO 实数 .po =1,p, 是 所 有 个 不 同 的 a 
的 束 积 的 算术 平均 , 则 

PaPa <P, (p=1,2,.,n-1), 

除非 所 有 的 a 都 相等 . 

假定 诸 a FRAO BASRA a 为 0, 则 描述 等 号 成 立 的 情形 就 变 得 比较 
麻烦 . 

令 

f(x,y) = (x + a,y) (二 27) (x +a,y) 
= pox” + (7 hmaty + (5 A + + pay’. 


因 诸 a 都 不 为 0, 故 p, +0, H x/y =0 不 是 /=0 的 一 个 根 . 因此 ,x/y =0 不 可 能 是 导 
出 方程 的 一 个 重 根 , 故 不 可 能 有 两 个 相 邻 的 p, 比 如 p, 和 p,,, ,同时 为 0. 由 此 可 
知 , 从 f(x,y) =0 经 一 系列 微分 而 得 到 的 导出 方程 
Pix + 2p xy + Pay = 0 
不 是 恒 等 方程 , 故 其 根 为 实数 . 由 此 得 
Pu-tPyor S py 

最 后 ,上 面 的 导出 方程 的 根 仅 当 原 方 程 所 有 根 都 相等 时 才能 相等 . 

可 以 看 出 , 诸 a 不 必要 像 在 2. 22 节 中 那样 一 定 都 为 正 4. 

(2) 设 由 xz) =ln( 3 pa’) ,并 设 ( 这 并 不 是 一 个 真正 的 限制 ) 诸 a 都 为 正 且 不 
相等 ,于 是 有 


中 ”= >pa na 
£ pa’ 
2 = 2 5 2 
o" = 之 pa 之 pa (in a)" — ( Spa‘ln a) 、0 


( Epa)’ 


Maciaurini 2). 参见 Pólya and Szegö[ 1, Il ,pp.45 -47 和 pp. 230 - 232]. 
即 所 有 系数 不 全 为 0 的 方程 ， 

Newton[ 1 ,p. 173). 关于 进一步 的 参考 , 见 2. 22 节 . 

定理 55 除外, 对 于 正 的 ,可 参见 定理 51 .54 ,77 以 及 3.5 W. 


2 & ff & 
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(定理 7). 经 简单 计算 可 知 , 若 a, BI a 中 之 最 大 者 , 则 
中 (0) = lnZp, lim (xd -ġ) =-Inp,. 
由 定理 127 和 定理 129 可 知 , 若 p<1, 则 gg/x 当 x>0 时 为 单调 递增 , 若 p=1， 
则 其 对 所 有 的 x 单调 递增 . 在 后 一 种 情形 中 ,有 
$) in M (a), lim 242) = 和 (0) = In G(a). 


由 此 即 得 定理 9 和 定理 16 的 另外 证 明 . 

另 一 方面 , 若 对 每 一 个 >,p 兰 1, 则 由 定理 128,g/x 单调 递减 . 特别 地 ,名 .(a) 
=( 5 a ) “单调 递减 (定理 19). 其 一 般 情形 给 出 了 定理 23 的 一 部 分 . 

(3) 下 面 的 特例 在 弹道 学 中 很 有 用 : 


定理 145 In sec x < Fsin » tan x (0 <s< zT). 


定理 146 4+ 


g(x) = fra + sec t)dt = x + In(sec x + tan x), 


则 当 x 从 0 SES Bt, A 


8 ln sec x 


ema 7 6 


从 1 单调 下 降 到 0. 
[利用 定理 145 证 明寺 (g3p'cot x) <0, 因 而 有 p' <0. ] 


定理 147 当 x 从 0 增加 到 二 下 时 ,函数 


fa + sec t)In sec t dt 
a(x) = 0 
In sec xf (1 + sec t ) di 
从 全 单调 递增 到 - 
下 面 的 一 般 性 的 定理 对 于 证 明定 理 147 是 有 用 的 . 
定理 148 Pf 以 及 f/g' 都 是 正 的 单调 北 增 函数 , 则 f/g 或 对 于 所 有 讨论 中 的 x 单调 弟 
增 , 或 对 所 有 此 种 x 单调 通 减 ,或 减 小 到 一 极 小 然后 再 单调 递增 , 特别 地 ,车 (0) =g(0) =0, 则 
f/g 对 x>0 单调 递增 , 
要 证 明 这 一 点 , 首 先 注意 到 | 
NEN EE 
人 | (5 g’ 
并 考虑 曲线 y=f/g 和 y=f/g' 可 能 有 的 交点 . 在 其 中 的 任 一 个 交点 上 ,前 一 条 曲线 具有 水 平 的 切 
线 , 后 一 条 曲线 具有 竖 直 的 切线 ,因此 至 多 只 能 有 一 个 交点 . 
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ER ¢ 作为 独立 变量 , 记 /(x) = 6(g) ,并 如 同 定理 的 最 后 一 句 中 那样 ,假设 
fO) = g(0) = 0， 
或 由 0) =0, 则 定理 即 变 为 : 若 由 (0) =0, 且 当 g>0 时 中 (g) 单 调 递 增 , 则 当 &8 >0 时 g/g 单调 递 
增 . 这 是 定理 127 的 一 部 分 的 少许 推广 . 定理 148 也 应 当 和 定理 128 和 定理 129 相 比较 . 


4.4 一 元 函数 的 极 大 和 极 小 


证 明 不 等 式 的 一 种 最 普通 的 方法 ,就 是 通过 讨论 oh! (x) HOFER MK (x) 
的 绝对 极 大 或 极 小 


ORSI (1-x)e] = -xe’, 
i PRA (1 -x)e 在 *=0 处 有 唯一 的 极 大 值 . 因而 有 


定理 149 e < CETA 


这 也 是 定理 142 的 一 个 推论 . 
(2) 因 (In x -x+1) ae 
xX 


AX PBK In x -x+l 在 zx=1 处 有 一 个 极 大 值 . 由 此 即 得 

定理 150 Inx<x-1 (x>0,%#1). 

更 一 般 地 ,对 于 任何 正 的 m, 有 ln x<n(x” -1), 这 只 须 在 定理 1$0 中 以 x'” 
{XK x 即 得 . 这 一 结果 也 是 定理 36 的 推论 . 

(3)4 d(x) =1 +xy— (1 +x) * (1 +y") Heb k>1 x >0,y >0. 容易 证 
明 ,g(x) 当 x =y 时 有 唯一 的 极 大 值 0. 

这 就 给 出 了 Ho( 定 理 38) 的 另 一 证 明 , 也 给 出 了 H{ 定 理 11) 的 另 一 证 明 . 

(4)Æ x A y 都 为 正 , 且 >1, 则 函数 


p(x) = 区 -和 -和 


RAFA y -x| FHE x =y 处 取 其 极 大 值 0. 由 此 即 得 出 定理 61( 以 及 定理 39 
和 定理 9). 
(5 ) 函数 
= (x) = xy -xlnx—-e”™, 
其 中 x 为 正 ,在 x=e”-! 处 取 其 极 大 值 0. 由 此 即 得 出 定理 63. 


4.5 Taylor 级 数 的 使 用 


#i f(x) = È a,x",g(x) = B b,x" 是 两 个 具有 正 系数 的 极 数 ,是 a, <b, 对 任 
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— n 都 成 立 , 则 称 几 xz) 为 g(xz) 所 控制 , 记 作 太一 &, BMRB fel, <e, We, 
eg ,等 等 

为 了 阐明 如 何 把 这 一 思想 运用 到 不 等 式 的 证 明之 中 , 现 来 证 明 

定理 151 Hs, =al+a+…+a, 其 中 m>1 且 诸 G 为 正 , 则 


2 
(1 +a,)(1 +a,)---(1 +a,) <1 $e Se ee 


l ! nt 
事实 上 ,1 +a,x <e, i 
(1 + ax) <e". 
将 1 ,x,x:,…,x" 的 系数 相 加 ,并 注意 在 x* 的 系数 之 间 存 在 一 严格 不 等 式 , 则 得 所 
要 的 结果 . 也 可 将 此 不 等 式 的 左边 写成 


n(n — 1 
| + np, + ey, ++ + p, 


(因而 np, =s.) ,然后 利用 定理 52 而 证 明之 . 


4.6 ”多 元 函数 的 极 大 极 小 理论 的 应 用 


用 来 发 现 并 证 明 不 等 式 的 最 ”万 能 的 “武器 ,是 多 元 函数 (包括 一 元 函数 ) 的 极 
大 和 极 小 的 一 般 理 论 . 假定 我 们 希望 证 明 连 续 变量 x, ,x，,… ,x, 的 两 个 函数 $$ 和沙 
是 可 比较 的 . 为 了 明确 我 们 的 想法 ,不 妨 假定 要 证 明 由 -水 >=0. E o -y RAR) 
值 , 则 此 命题 成 立 的 充 要 条 件 就 是 此 极 小 值 为 非 负 . 这 是 一 个 常常 可 以 用 极 大 和 极 
小 理论 的 标准 方法 来 解决 (至 少 在 函数 是 可 微分 时 是 这 样 的) 的 问题 . 

虽然 在 理论 上 这 人 一 方法 是 吸引 人 的 ,而 且 对 于 解决 问题 也 常常 给 出 一 些 初 步 
的 线索 ,但 却 容 易 导 致 细节 上 的 严重 复 梁 性 (常常 是 与 变量 的 “边界 值 " 有关) , 同 
时 我 们 也 将 发 现 ,尽管 它 具 有 很 强 的 启发 性 ,但 它 很 少 能 引导 出 简单 的 解法 . 我 们 
现在 把 它 用 到 基本 不 等 式 G 和 H 上 来 并 明 上 面 的 说 法 . 

(1) 要 证 明 C ,考虑 

Fx, Xz 50 Sey) = AT me， 


其 中 
(A - qiti 一 ”一 ), 


iM x 属于 由 上 式 及 x =>0,…,x 50 所 规定 的 有 界 闭 域 . 此 函数 连续 ,因而 有 一 极 
大 值 , 但 不 是 在 边界 上 (此 时 为 0). 在 取 极 大 值 处 有 
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故 诸 x 全 等 于 A 此 时 ,没有 因 边界 值 在 而 引起 任何 严重 的 复杂 性 

(2) 可 以 用 (关于 两 组 变量 的 )H 来 说 明 “ Lagrange 方法 ”. 考虑 

fx mas sr) = bix, + bx, +4 + bY,, 
HF b, >0, 诸 x 服从 条 件 : 
由 (zi Xa) Hap tap AM (k>1) 

WIEN WRX. 由 x 宇 0,$ = 所 定义 的 n -1 维 域 是 一 个 有 界 闭 域 ,在 其 边界 上 的 
每 一 点 总 有 某 些 x 为 0. 

若 极 大 值 在 某 一 内 点 达到 , 则 在 该 点 ， 

b., kat 
Jls b, 
与 v 无 关 . 经 初等 计算 可 以 看 出 ， 
f= x ( rer)” = ( Sx! ) ve 1 Sh“ j 

这 里 极 大 值 仍 有 可 能 在 某 个 边界 点 上 达到 ,在 该 处 有 某 个 x, 设 为 x,, 为 0. 这 种 可 
能 性 可 用 归纳 法 把 它 排除 掉 , 因 为 ,如果 我 们 假定 此 不 等 式 已 对 m -1 个 变量 得 到 
WEH, H. x, =0, 则 有 
这 一 方法 的 弱点 在 于 :假若 终究 要 用 归纳 法 来 论证 , 倒 不 如 就 用 归纳 法 来 证 明 整 个 
定理 ,而 这 样 一 来 ,我 们 又 回 到 已 经 给 出 了 的 H 的 几 个 证 明 中 的 一 个 证 明 . 

(3) 用 这 种 方法 完善 细节 时 ,比如 在 情形 (2) 中 那样 ,十 之 八 九 都 会 导致 麻烦 ， 
但 即使 是 在 这 类 情形 中 ,对 于 指引 出 问题 的 一 个 解法 , 它 还 是 非常 有 用 的 . 

我 们 的 大 量 定理 都 是 在 两 个 次 数 相 同 , 且 对 于 所 有 正 的 x 都 为 正 的 齐 次 对 称 
PRI SC, ,Xx2，,… ,x,) 和 g(x ,Xx2，,…,%,) 之 间 建 立 起 不 等 式 . 比如 定理 9、 定 理 16 和 
定理 17( 对 于 单位 权 , 这 也 是 最 重要 的 情形 ) ,定理 45( 可 比较 的 情形 ) 定理 51 和 
定理 52 就 是 这 样 . 

使 用 Lagrange 方法 时 ,必须 对 于 等 于 常量 的 g, 比 如 g =1, 来 考虑 了 的 极 大 . 
Lagrange 方程 是 


=) 


Of _ , 8 a oe 
ia F (vy = 1,2,--*,n). 


这 些 方程 常 有 一 组 解 zx =x, =… =x,, 而 入 则 是 /对 于 此 组 * 所 取 的 值 . 若 人 是/ 
的 一 个 严格 绝对 极 大 值 , 则 Ps Ag, 除非 所 有 的 * 都 相等 ,否则 不 等 号 总 成 立 . 
对 于 刚才 所 提 到 的 情形 ,所 有 这 些 事实 凸 都 是 对 的 ,但 也 有 一 些 另外 的 情形 ， 


D 比较 2.6 Wa). 
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Cr 


此 时 解答 并 没有 给 出 的 极 大 . 例如 在 定理 45 中 ,对 于 不 可 比较 的 情形 ,情况 就 是 
这 样 . 


4.7 级 数 与 积分 的 比较 


有 许多 不 等 式 利 用 积分 法 最 容易 证 明 ,而 且 常 常 是 依靠 对 于 面积 或 体积 的 考 
虑 ,以 一 种 “直观 的 "方式 来 进行 的 . 在 这 里 ,我们 只 给 出 少数 几 个 最 有 用 的 一 般 性 
定理 ,在 这 些 定 理 中 ,所 涉及 的 积分 都 是 初等 的 Riemann 或 Riemann-Stieltijes 积 
分 .第 6 章 将 会 系统 考虑 积分 之 间 的 不 等 式 ,那里 将 要 使 用 一 般 的 Lebesgue 和 
Lebesgue-Stieltjes 积分 . 

下 述 的 几 个 定理 原则 上 属于 Maclaurin 和 Cauchy”. 

定理 152 若 /(x) 5 x20 时 单调 递减 , 则 


fC) +f(2) + +f(n) < | xz)d <f(0) +f(1) + 4+f(n-1). 


若 几 xx) 为 严格 单调 递减 , 则 不 等 号 成 立 . 
事实 上 ， 


fl(v+1) < [Sede <f(v). 

(ES) 为 严格 单调 递减 , 则 不 等 号 成 立 . | 

同一 类 型 的 其 他 定理 有 (只 加 叙述 ,不 加 证 明 ): 

定理 153 Fa, <a, <a, <…, 且 f(x) 当 x 之 ao HBR, 

$ (a, -0 fla) < fd < ¥ (a, a, Df Capa ): 

定理 154 $ f(x) 20, A f(x) (0,6) PPM mM, ACE) PRY, H 
中 0 三 上 大 1 , 则 

l | 2 有 一 1] 1- 1 l 

EAE) (2) e (EHe proa tv) +A 

+ +f(1)1. 

定理 155 若 f/(x,Y) 对 于 固定 的 y 为 x 的 一 个 单调 递减 函数 ,对 于 固定 的 x 为 

y 的 一 个 单调 递减 函数 , 则 
È Liu.) < SAd dy < E Ese»). 
关于 这 些 定 理 的 应 用 ,特别 是 在 级 数 的 收敛 理论 方面 ,可 以 在 任何 分 析 教 科 书 


@ Moclaurin[ 1 ,1,p.289] ,Cauchy[2,p.222], 
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4.8 W.H. Young 的 一 个 不 等 式 


下 面 的 一 个 简单 而 又 有 用 的 定理 属于 W. H. Young, 它 属于 另外 一 种 类 型 . 
定理 156 设 由 0) =0, 且 中 (zx) 当 xz0 时 连续 且 严 格 单调 递增 ,小 (*) 为 其 地 
Bi de, A oh (x) eh BAH RA. 又 设 49 宇 0 ,4b 宇 0 , 则 


ab < [ol x) dx + wx) de, 


FRY b=h(a) RL. 

若 夯 出 曲线 y=g(x) 或 x=y(x) ,以 及 直线 x=0,x =a,Y =0,y =45, 并 考 虚 由 
它们 所 框 定 的 各 个 区 域 , 则 此 定理 可 从 直观 上 看 出 . 正式 的 证 明 包 含 在 后 面 一 些 更 
广泛 的 定理 的 证 明之 中 ， 

定理 156 的 一 个 推论 是 : 

定理 157 若 定 理 156 的 条 件 都 满足 , 则 

ab < aġ(a) + by(b). 

定理 157 比 定理 156 要 弱 ,但 在 应 用 中 常常 具有 同样 的 效果 . 

现在 来 证 明 几 个 更 广泛 的 包含 定理 156 的 定理 . 

定理 158 设 y=1,2,…,n;a, 宇 0; 又 设 [.(x) 为 连续 、 非 负 和 严格 单调 递增 的 
函数 , 且 诸 f.,(0) 中 有 一 个 为 0. 则 

[IA (2) < Sf" TTS Gd (x), 
等 号 仅 当 a, =a, =… =a, HR. ® 

HAE n 维 空间 中 的 曲线 x, =f (0) ,以 及 由 坐标 平面 和 将 曲线 射影 到 这 些 平 
面 上 去 的 柱 面 所 框 定 的 体积 , 则 上 面 的 不 等 式 从 直观 上 即 可 看 出 . 

要 得 出 一 个 正式 的 证 明 , 令 

F(x) = pe li 
f,(a,) (x 2a,) 
因而 有 F, (x) SA (x). GS (KATRIN) oc, BA a, 中 的 最 大 者 ,因为 
MF,(0) =0, 则 有 


lf,(a,) = TIF, (a, ) = fal IF, (x) ] = E | HF, (x) dF, (x) 


D W.H. Young! 2). 
T Oppenheim[ 1]. Ub ENF T. C. Cowling. 
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= Df Me de) < E fe Df d, (2), 
除非 每 一 个 a, 都 等 于 a, ,否则 不 等 号 总 成 立 . 
定理 1592 设 g,(x)(y=1,2,…,n) 为 连续 、 严 格 单调 递增 的 函数 组 , 且 当 x 
=0 时 全 为 0. 又 设 
lg,’ (x) =x, (4.8.1) 
Ha, 2=0. 则 


Na, < Be dx 


除非 g,(a,) =g,(a,) =… =g,(a,) ,否则 不 等 号 总 成 立 . 
奉令 
g;' (x) = Xr (x ) „b, = Ey (a, ) a, = g, (b, ) = x,(6,) + 
并 运用 定理 158 em SEH f(x) =y, (2) , 则 得 


Na, = My, (b,) < Z| —*_w (x) = 2 ay 
FH (4. 8. 1 ) 联 系 起 来 的 函数 组 
_ 8, (x) 
p, (x) = x 


万 是 互 逆 函 数 对 的 一 个 推广 . 如 者 假定 m=2,.g8I(x*) = (x) g: (2) = ab (x) ,并 将 
(4. 8. 1 ) 写 成 下 面 的 两 种 形式 : 


Oy, (x) 


(> 1,2, A) » 


| _*  _ oe 
g(x) Ka (x), gs (x) Ei (x), 
则 


gı (x) ate) ) 


p(x) =—~— =e; [g(x)], y(x) = = gi [g; (x) ], 


H gy 'g1,81 g: TW. 因 定 理 156 PARA o Aly 吕 可 以 表示 成 此 种 形式 ee 
159 包含 定理 156. 
若 在 定理 159 PR g, (x) =x ,其 中 Zg,=1, 则 (4. 8.1) 成 立 , 因 而 有 
la, < Zq, at”, 
此 即 定理 9. 若 在 定理 156 中 取 h(x) =x P k>, WA y(x) =x** .由 此 即 
得 定理 61. 若 取 
d(x) =lIn(x+1), vy(y) =e’ -1, 


VD Cooper[ 1]. 
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Hil u.o SAA atl Alb +1 Wt uSl vel 即 得 定理 63. 

前 面 曾经 指出 ,定理 156 可 从 简单 的 几何 想法 直觉 得 出 . SARAH Ah 
是 计算 其 中 格 点 (具有 整数 坐标 的 点 ) 的 个 数 , 则 得 

定理 160 若 由 (x) 随 x 严格 单调 递增 ,中 (0) =0,w(x) 是 与 中 (x) 互 逆 的 隔 
$, f 


mn < ¥ et) + lw), 


其 中 [yj 是 y 的 整数 部 分 . 
该 定理 本 身 不 大 值得 注意 ,但 它 盖 明 了 一 类 在 数论 中 常常 是 有 效 的 证 法 . 


> 实际 上 ,该 结果 对 wu>0 及 所 有 的 "都 成立 . BW 4.4 WS). 


RSE 无 穷 级 数 


5.1 F 35 


一 直到 现在 ,我 们 的 定理 都 只 涉及 有 限 和 , 现在 就 来 考虑 把 它们 推广 到 无 穷 级 
数 上 去 . 总 的 结论 是 :我 们 的 定理 对 无 穷 级 数 仍然 有 效 , 只 要 它们 此 时 还 有 意义 . 

需要 先 作 两 个 预备 性 的 说 明 . 

(1) 第 一 个 是 关于 我 们 的 公式 的 解释 . AX AY BFR, WER FAXY 
(MXSY) BERRA: Yk, M A MAX < YR XY). 更 一 般 地 , 形 
如 

X < IAY -Z (5.1.1) 
(a XS SAY -Z)MRER APY, Z 是 任意 有 限 多 个 无 穷 级 数 , 三 是 一 有 
限 和 ,4,b,…,c 都 是 正 数 ,可 以 解释 为 : 若 Y,…,Z a, UX DR, AX W E 
不 等 式 . 假若 忽略 了 这 一 点 , 则 当 不 等 式 中 是 ”< ”号 时 ,就 会 引起 混 消 . 车 了 发散 ， 
我 们 可 将 了 读 为 m HK “NS eo "就 不 具有 任何 意义 ,但 “Y < ww WRR A 
收敛 ,这 种 论断 往往 是 不 正确 的 . 

有 些 不 等 式 并 不 以 (5. 1, 1) 的 形式 出 现 . 但 它们 通常 都 是 次 要 的 ,而 且 只 要 对 

它们 的 解释 有 任何 疑义 ,总 可 以 把 它们 化 为 ($. 1. 1) 的 形式 . 例如 
X < AY 
一 定 解 释 为 
Yen y, 
ERA (5. 1. 1 ) 的 形式 .> 了 总 是 解释 为 了 < 工 
有 一 个 重要 的 不 等 式 H 

Sab > (Za) (sat), (5.1.2) 
HP k<l,k+0. 0 我 们 故意 把 它 写成 一 个 异 于 (5. 1.1) 的 形式 . 但 也 可 以 把 它 写成 
(%0<k <1 At) 

Da‘ < (Sab)*( Sb"), (5. 1.3) 
或 写成 ( 当 上 <0 BY) 


由 定理 13 的 (2.8,4)， 
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Sb < (Sab)"( Sa‘). (5.1.4) 
它们 都 具有 (5. 1. 1 ) 的 形式 ,而 且 也 是 最 初 在 定理 13 的 证 明 中 出 现 的 形式 . 不 过 ， 
为 了 优化 表述 形式 ,为 了 能 清楚 地 表明 定理 13 的 两 种 情形 之 间 的 对 比 ,我 们 末 蛛 
选取 形式 (5.1.2). 但 若 我 们 希望 明白 而 确切 地 表示 出 收敛 性 的 蕴涵 关系 ,我 们 必 
然 会 用 到 其 他 的 形式 . 

有 少数 的 情形 ,在 那里 所 建立 起 来 的 不 等 式 ,并 不 是 无 穷 级 数 之 间 的 不 等 式 ， 
而 是 包含 了 其 他 的 极限 运算 所 产生 的 结果 . 例如 当 我 们 推广 不 等 式 Gla) <max a 
(定理 2) 时 , 即 得 出 一 个 无 穷 乘积 以 及 一 个 无 限 集 的 上 确 界 之 间 的 不 等 式 . 这 样 的 
一 个 不 等 式 “X<Y" 仍 用 同样 的 方法 来 解释 , 即 " 若 YY 有限, 则 半 有 限 , 且 X<Y". 

(2) 第 二 个 说 明 是 关于 方法 方面 的 , 它 应 当 结 合 1, 7 节 来 阅读 . 假若 ( 比如 说 ) 
现在 我 们 希望 对 于 无 穷 级 数 来 证 明 不 等 式 

(Sab)? = Ea’ D8’. 
对 于 有 限 和 我 们 已 经 知道 这 一 不 等 式 (定理 7) ,又 因为 所 有 的 变量 都 是 正 的 ,所 以 
我 们 的 结论 可 以 通过 取 极 限 得 出 . 

我 们 还 不 能 用 这 种 简单 方法 把 定理 7 完整 地 推广 到 无 穷 级 数 上 去 ,因为 在 取 
极限 时 ,”< "退化 为 “三 ”, 因 而 不 能 挑选 出 等 号 成 立 的 各 种 可 能 情形 . 在 这 里 以 及 
其 他 地 方 ,我 们 都 必须 避免 取 极 限 的 手续 . 我 们 不 是 从 有 限定 理 去 推出 无 限定 理 ， 
而 是 去 验证 对 于 有 限定 理 所 给 出 的 证 明 ,经 过 在 新 条 件 之 下 所 必需 的 极 小 限度 的 
修改 之 后 ,对 于 无 限 的 情形 仍然 有 效 . 例如 2.4 节 中 所 给 出 的 定理 7 的 无 论 哪 一 个 
证 明 ,只 要 在 有 关 收 敏 性 方面 增加 一 点 明显 的 注释 ,都 可 推广 到 无 限 的 情形 中 去 ， 

没有 必要 再 按 第 2 章 中 的 叙述 顺序 系统 地 重 述 一 遍 . 我 们 这 里 所 出 现 的 为 数 
不 多 的 新 情况 既 不 困难 ,也 不 特别 值得 注意 . 只 要 它们 是 重要 的 ,在 第 6 章 中 就 会 
以 一 种 更 有 意义 的 形式 重新 出 现 . 因此 我 们 就 不 拘 形 式 地 安排 这 一 章 的 内 容 , 先 并 
明和 详解 各 种 新 的 可 能 性 ,最 后 列举 了 第 2 章 中 一 些 比较 重要 的 定理 ,它们 在 新 的 
解释 之 下 仍旧 是 有 效 的 . 
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CRTC HEF HEM, 的 定义 中 所 出 现 的 新 情况 . 我 们 现在 有 着 无 限 多 
个 项 a AL p, TARR Ip 之 为 收敛 或 发 散 , 还 有 两 种 情形 要 去 考虑 . 
(i) A Zp 收敛 ,可 以 假定 此 和 为 1, 且 把 A q. 此 时 ,对 于 r>0, 可 以 定义 巴 , 为 
M (a) = (Zqa’)', (5.2.1) 
并 且 可 以 认为 它 是 2.2 节 意 义 下 的 一 个 “平均 "” ,或 2. 10 FORM FA — A" MA 
平均 ”. EWR Za’ 之 收 敏 或 发 散 而 为 有 限 或 无 限 . 
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(i) E Sp KAR, VR AT LE LM, 为 一 个 极限 ,例如 定义 为 
M,(a) = lim( $. wov ew (5. 2.2) 


或 为 相应 的 上 极限 lim. 后 一 定义 并 不 值得 特别 注意 ,尽管 它 可 以 保留 我 们 的 大 部 
分 定理 . 若 用 (3. 2.2) 来 定义 M,, RAZR PAE: M, 对 于 某 一 给 定 的 > 
存在 ,并 不 保证 它 对 任何 别 的 r 都 存在 . 事实 上 ,我们 可 以 确定 诸 a 使 得 N, 对 于 
一 组 给 定 的 r 值 Py alas" ol my 都 存在 ,而 对 于 别 的 则 不 存在 . 因此 ,我 们 就 把 注意 力 
集中 到 情形 (1) 

关于 Wt, 的 存在 性 的 一 般 问 题 ,可 参见 ( 例如 ) Besicovitch[ 1 ]. 我 们 现在 简略 地 指出 如 何 寻 
OK a 使 得 极限 


.1 .| 
lim 一 (al +a, + +a), lim —(a? +a} +e +a?) 
n 


中 只 有 一 个 存在 而 另 一 个 不 存在 ,此 时 p=1 
先 取 两 个 周期 为 名 的 序列 ， 
al ya2z EE 1B, °° Bs By Bae 
当 a =a 时 ,两 个 极限 都 存在 ,其 值 分 别 为 


a, +a +t + as a +a +--+ oG 
Ss, ih 


而 当 a =B 时 ,它们 具有 相应 的 值 8 .8,. 
现 取 a MF: 


A, 


al ,…,az( HSN, 次 )， 
Pi Bzr Bs( GH N, 次 )， 
Oy ,02,… ,as( 重 复 和 N 次 )， 
容易 看 出 , 若 假定 序列 Ni NN ,NAN,,… 以 很 大 的 速度 趋 于 无 穷 ,我 们 就 可 使 (al +… + an )/n 
和 (ai +++ +02) /n 分 别 在 4 B, ZEA A,B, 之 间 来 回 振荡 . 于 是 收敛 的 条 件 分 别 是 A = B, 和 
A, =B, ,显然 可 以 选取 a 和 8B, 使 得 这 两 个 条 件 中 有 一 个 成 立 ,而 男 一 个 则 否 . 
因此 ,我 们 就 只 限于 讨论 情形 (i). 对 于 正 的 或 负 的 ~, 定义 We, 为 (5.2. 1) FFA 
定 车 r 为 负 且 有 某 个 a 为 0, 或 qa Rt, N, =0. EX GM M,) A 
O(a) = M (a) = Ma’ = exp( Zqln a), (5.2.3) 
并 约定 , 当 Ma! 发 散 到 ww ( 即 若 gln a 发 散 到 + wm) 时 ,名 = 0; 4 Ma’ 发 散 到 
O( BI Sqlna RRA -o)NH,G=0. 可 以 看 出 ,ln a 可 以 为 正 或 为 贫 , 而 且 
“Sina 为 振 萝 时 ,名 的 定义 就 无 效 . 此 时 ,名 没有 意义 . 
由 定理 36 和 定理 150 可 知 


-l t-l 
§ 


Int<——— < (0 <r <s,t >0), (5.2.4) 


5.3 定理 3 和 定理 9 的 推广 101 


除非 5=1, 此 时 等 号 成 立 . 定义 ln“t 和 In 为 
0(0 <:<1) 


Ine(O <i sl) 
lnt (t > 1) 


la te to (t> 1) 


In’ (t) = | 


因而 有 
| 


Int Sod, In: <0, Int =lIn +ln 2, Inve = 


Fiz, (5. 2.4) A 
0 s Zaln a L'a -I)< —5'q(a - 1), 


其 中 表示 对 所 有 大 于 1 的 a 求 和 . A. AM, (a) MIEN s AR, WDM, (a) 
对 0<r<s 亦 有 限 , 且 qln*a 收敛 . 同 理 可 以 证 明 , 若 观 .,(a) 对 某 一 正 的 s HIE, 
MM, (a) Xf -s< —r <0 IHE, H Eq Ino WR. 在 前 一 种 情形 下 , 纪 为 正 且 有 
限 或 为 0, 在 后 一 种 情形 下 , 它 为 正 且 有 限 或 为 无 穷 . 者 gln a 为 振荡 , 则 qln*a 
和 Zaln a AHRR, MRNA NAER r ANM, (a) =, HERA r A M, 
(a) =O 时 才 有 可 能 . 只 有 在 这 种 情形 下 ,他 (ae) 的 定义 才能 无 效 . 

有 一 种 新 情况 , 它 在 我 们 的 某 些 定理 之 中 ,正如 我 们 将 在 5.9 节 中 所 要 看 到 的 
那样 ,对 于 等 号 成 立 情形 的 详细 说 明 将 发 生 影 响 . 这 一 情况 的 出 现 是 由 于 当 r<0 
时 ,0,(a) 可 能 为 0, 尽 管 没有 一 个 a 为 0. 着 r >0, 则 如 第 2 MPA DM, (a) My 
(a) 为 0 时 才能 为 0, 此 时 ,区 (aa) 对 所 有 的 > 都 为 0. 但 当 rs0 时 却 有 所 差别 . 对 
于 此 种 r, 第 2 章 中 的 D(a) HO 的 充 要 条 件 是 有 某 些 a 为 0, 此 时 Mc) MHA 
的 r<0 都 为 0. 但 现在 当 r<0 时 却 可 能 出 现 这 样 的 情形 : 观 ,(a) 当 s<r 时 为 0, 而 
当 seri} Aik; RY ssr 时 为 0 而 当 s >r 时 为 正 . 

例如 在 定理 1 中 就 有 两 种 除外 的 情形 

mina < M (a) < max a”, 
除非 所 有 的 a 都 相等 ,或 r<0 且 有 某 个 a 为 0. 现在 所 能 说 的 就 只 是 “除非 所 有 的 
a 都 相等 (此 时 ,两 个 不 等 式 都 变 成 等 式 ) ,或 r<0 HM, (a) =0( 此 时 ,min a =0, 
前 一 不 等 式 变 为 等 式 )". 大 体 说 来 ,同样 的 情况 也 随 着 定理 2,5,10,16,24,25 而 
出 现 ( 我 们 只 列举 5.9 节 中 所 提 到 的 结果 ). 


5.3 定理 3 和 定理 9 的 推广 


我 们 要 用 到 不 等 式 (5. 2.4) 和 等 式 


T 这 里 的 min 和 ma 此 时 分 别 理 解 为 下 确 界 和 十 确 界 . 
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lin: =) = Int. 
r—O r 


fe (5.2.4) PR t=a/ Yoa =a/U,r=1, 8 


Ina -In A < yp -1, 


Iin © -In& = Eqg(na -In A) <1-1=0, 
等 号 仅 当 每 个 a 都 等 于 所 时 才 成 立 . 这 就 证 明了 定理 9 的 类 似 定理 . 
A M, 对 某 些 正 的 * 为 有 限 , 则 @ 为 正 且 有 限 或 为 0. 下 面 的 证 明 同 时 适用 
于 这 两 种 情形 2, 给 定 e >0 ,可 以 选取 N, 使 得 


F aln a <n +e) (5.3. 1) 
Dt are ee (5.3.2) 

然后 取 ro (HAG 0 <ra <s, 且 对 0<r<rm 有 
La < Panare: (5.3.3) 


于 是 可 得 
In @(a) = Hn @(o) < TIn Ma’) ODL a ye! 


r 


= 


十 g < Dalnatet Yai <In(G +e) +26. 
因此 , 当 一 +0 时 ,有 
in Weta) < Fin ne Bay, 
HEA AGA AM, MER r HIE, WY ro -0 MN MG. 
5.4 Hilder 不 等 式 及 其 推广 
第 2 章 中 所 给 出 的 Holder 不 等 式 以 及 同一 类 型 的 其 他 不 等 式 的 证 明 同 样 适 
用 于 无 穷 级 数 . 顺便 还 可 以 看 到 ,这 类 级 数 还 可 以 是 多 重 级 数 . 比如 


(E Eady) 安 忆 Zaw 了 了 1 
PM S ul 和 Zw 收敛 ,并 取 


1 T 
üy = u,v, byy = mep" (ô > 0): 


中， 这 里 仿照 了 F. Risez[ 7] 关 于 相应 的 积分 型 定理 所 给 的 证 明 :参见 6.8 W. 
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AAS E (uty) 一 收敛 , 故 知 
5 u,v, 
(u F y)'* 
收敛 . 这 是 后 面 将 要 证 明 的 一 个 定理 (定理 315 ) 的 一 种 不 完美 的 形式 . 

从 Hilder 不 等 式 推导 出 来 的 有 关 M, 的 定理 (定理 16 和 定理 17) 仍旧 未 变 ， 
只 不 过 定理 16 的 第 二 个 除外 情形 的 叙述 必须 要 按照 $. 2 节 之 末 所 作 的 注释 加 以 
修改 . 在 这 里 我 们 必须 说 “除了 s<0 HM (a) =0 之 外 ”. 

联系 者 这 一 组 定理 ,出 现 了 一 种 新 的 比较 值得 注意 的 情况 . 有 一 个 定理 , 它 是 
因 定 理 15 而 联想 起 来 的 ,但 又 不 是 它 的 一 个 推论 (即使 把 它 推广 到 无 穷 级 数 上 
去 ), 它 在 有 限 和 中 并 没有 相 类 似 的 定理 . 

定理 161 Bk>1 且 Zab 对 于 所 有 使 得 及 收 化 的 b HSL, MI Sak 收敛 . 

现 从 另外 一 个 本 身 就 是 很 值得 注意 的 属于 Abel? 的 定理 来 推出 这 个 定理 . 

定理 162 Eda, 发 散 , 且 


A, =a, +a, + +a, 


因而 A,—roo , 则 
(i) ZTAK; 
(ii -75 对 任意 正 的 6 都 收效 . 
(i) 我 们 有 
Gao @,,42 - Gas, =- i A = 1 A, 
Aust ý Ans H i A ~ Axe g p a 
它 当 nn 固定 ,rw 时 趋 于 1 ,因而 对 于 任意 的 ”和 某 一 相应 的 ", 它 大 于 十 . 此 即 证 
明了 (1). 
(显然 可 假定 0 <5<1 ,于 是 
AŠ Sa _ 1 1 
As_ ,AS = (元 - 48) 


D Adbel[ 1]. 有 一些 同一 类 型 的 包含 一 个 任意 函数 的 xz) 的 定理 AM E Ea, SK f+) ATE AP AL 
f= k f(x) de, 


MY LMM ES Ta, fA, ZRII SRB Ta, fA, -1) ZA. 参见 ( 例如 )de la Vallée Pous- 
sin{ I , pp. 398-399 ] , Littlewood[ 1 ]. 这 一 定理 ,虽然 带 有 较 普 遍 的 性 质 ,但 并 不 真正 包含 定理 162.1 


之 发 散 一 定 包含 Set 4,) 之 发 散 .作为 一 个 反例 ,我 们 可 取 a, = 2, f(x) =- 
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收敛 , 由 定理 41 ,左边 的 分 子 不 小 于 641 (4. -A,_,) =6a,4s'. 由 此 可 知 
2 


AA’, 
收敛 . 事实 上 ,我 们 证 明 的 比 (要 多 一 些 . 
要 导出 定理 161 , 记 
a = u, ab = uv, bf = w 
TEREE: Bou, 发 散 , 则 有 某 个 内 E4 Iun RR, A Euo WH Mv, = 
1/U, ,其 中 UV, =u, + w+… +w,, 则 所 要 的 结论 由 定理 162 即 可 得 出 . 


5.5 FHAN, ( #) 


KF FEM, ,我 们 虽 无 多 少 增 添 , 但 需要 作 一 两 点 另外 的 说 明 . 先 从 一 个 有 
关 定 理 4 的 推广 的 论述 开始 . 只 要 定理 4 涉及 正 的 r, 就 必须 作 如 下 的 解释 ; 若 诸 a 
有 界 ,a”= max a 是 它们 的 上 确 界 , 则 当 r 一 "+ oe 时 ， 

N — MNR., =a’; 

Ha AF M, 对 于 所 有 正 的 r 为 有 限 , 则 Vo. 

对 于 某 个 有 限 的 正 ~ 或 负 r, M, 的 连续 性 问题 已 不 再 是 十 分 明显 . 我 们 现在 给 
出 一 个 内 容 广 泛 的 定理 ,但 不 子 证 明 ,. 因 为 所 有 牵涉 的 问题 都 以 一 种 更 为 有 趣 的 形 
式 在 第 6 章 中 (6. 10 节 至 6.11 节 ) 出 现 . 

#a,=C HM, =C 对 所 有 的 r 都 成 立 (不 管 C 为 正 或 为 0). 我 们 排除 了 这 种 
情形 ,并 排除 使 得 © 无 意义 的 情形 (此 时 对 r>0 4 M, =o ,对 r<0 A M, =0). 
记 


k 


L (a) = In? (a) 

(约定 Inw = +m,ln0= -om)， 

定理 163 除了 刚才 所 说 的 情形 之 外 ,使 得 外.(a) 是 有 限 的 那 种 值 所 成 的 集 1/ 
或 为 一 个 空 集 , 或 为 一 个 闭 区 间 , 或 为 一 个 半 闭 区 间 , 或 为 一 个 开 区 间 (4,v) ,其 中 
-œ 和 LYE+m , 它 以 r=0 为 一 内 点 戏 端 点 ,因而 和 0 和 vv, 但 其 他 方面 则 是 任 
意 的 (特别 地 , 它 可 能 包含 所 有 的 实数 或 一 个 都 不 包含 ). 在 1 的 右 方 ,六 为 +%; 
在 左 方 为 -% ;在 1 的 内 部 (假若 存在 的 话 ) 是 7 的 一 个 连续 且 严 格 单调 递增 的 另 
数 ; 而 当 r 从 1 的 内 部 趋 于 1 的 一 个 端点 时 , 则 趣 于 某 一 极限 ,该 极限 等 于 它 在 此 端 
点 的 值 . 


5.6 和 数 GC, 


2. 10 节 给 出 的 包 , 的 定义 仍 保持 不 变 , 并 且 有 关 O, 的 定理 也 没有 多 少 需要 说 
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明 ,虽然 那些 涉及 的 连续 性 的 定理 并 不 可 以 立即 得 出 . 定理 20 必须 按照 下 面 的 
意义 来 解释 :者 O, 对 于 某 一 (充分 大 的 )r 收敛 , 则 其 对 于 所 有 更 大 的 上 亦 收 敛 ， 


的 推广 可 以 如 下 证 明 . 若 Sy 对 于 某 一 正 尺 收敛 , 则 a, 一 0, 且 GS, X} r >R 亦 收 敛 . 
于 是 存在 茶 个 最 大 的 ,根据 齐 次 性 可 假定 此 a 为 1 ,并 可 假定 诸 a 系 按 降序 排列 . 
于 是 ,者 


QG, =a, = = ay = 1 > ay,,, 
则 对 -> 只 ,有 
GSN tan tan te, 
上 面 的 级 数位 于 1 与 
N +an +a, +> 
之 间 , 由 此 即 得 定理 . | 


有 一 个 新 定理 (在 有 限 情形 中 ,这 是 显而易见 的 ). 

定理 164 HS, KR MH r>RH,S 连续 , 且 当 r=R 时 为 右 连 续 . E Gr 
发 散 , 但 O, Hr>R HI, WY rR Bt, SG 一 o. 

证 明 留 给 读者 完成 . 


5.7 Minkowski 不 等 式 


2. 11 市 至 2. 12 节 中 的 主要 情节 不 需要 更 动 . 定理 24 至 定理 26 可 以 推广 到 二 
重 级 数 . 

E165% 若 r<1, 且 a 不 取 be 的 形式 , 则 

[ 之 9 S pnan) ) < 之 po 人 Eran) 

当 0 <r<l 时 ,不 等 式 取 反 号 

不 失 一 般 性 ,可 以 假定 p=1,g =1, 于 是 证 明 可 如 前 进行 . 同 理 , 对 应 于 定理 
27 ,我 们 有 

定理 166 若 r>1, 则 | 

FE) > gge 

( 若 0<r<1, 则 不 等 式 反 号 ) ,除非 对 于 每 一 个 naw 除 某 一 个 四 之 外 都 为 0. 


D 这 里 正如 定理 26 中 一 样 ,我 们 放弃 了 平常 关于 9 所 作 的 约定 . 
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5.8 Tchebychef 不 等 式 


现 取 Tchebychef 不 等 式 ( 定理 43) 作 更 进一步 的 阐述 . 
可 以 假定 Zp =1. 由 恒等式 


Ye, ¥ pas, b, ~ $r, a, $p. b, = > 2, P,P, (a, -a,)(b, = Uy 


可 知 ( 当然 假定 (a) 和 (5) 都 不 为 0) ,(i) 若 (a) 与 (6) 为 相似 排列 , 则 pab 收敛 隐 
含 Zpa 和 Zpb z WB (a) (6b) AR AE, WI Spa 和 Zpb 之 收敛 隐 含 
Zpab 之 收敛 . 无 论 哪 一 种 情形 ,都 可 以 在 恒等式 中 令 n= wm ,于 是 我 们 的 结论 即 可 
如 前 得 出 . 


5.9 小 结 


下 述 的 定理 实际 上 列举 了 第 2 章 的 主要 定理 中 对 无 穷 级 数 仍 然 成 立 的 那些 定 
理 , 不 过 要 加 上 5. 8 节 中 所 说 的 解释 . 

定理 167 定理 1,2,3,4,5,7,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21， 
22 ,24 ,25 ,27 ,28 和 定理 43 当 所 涉及 的 级 数 是 无 限时 仍然 成 立 , 只 要 将 它们 所 断 
言 的 不 等 式 按照 3. 1 节 中 所 作 的 约定 来 解释 ,而 且 将 定理 1,2,5,10,16,24,25 中 
例外 情形 的 叙述 按 腿 5.2 节 中 所 说 的 方式 来 修改 ， 

需要 把 该 定理 的 最 后 一 句 作 更 明确 的 叙述 . 诸 定理 的 最 后 字句 必须 代 之 以 

(1)“RAr <0 BV (a) =0", 

(2)“%& Ga) =0”", 

(5)"° KR r<0 HM (a) =0", 

(10)“(2)G(a+b+- +1) =0" 

(16)“&s<0 EM, (a) =0”, 

(24)“% rxO0 HM (a+b+--- +l) =0", 

(25)“Rr<O0 且 ( E(at+h+- +1l)')'” =0". 

还 可 以 再 加 上 一 名 (有 如 在 6.4 节 中 所 说 ) :定理 167 中 所 引用 到 的 大 部 分 定 
理 ( 特 别 是 有 关 WD, 者 ) 可 以 从 有 关 积 分 的 相应 定理 中 经 特殊 化 而 得 . 但 在 第 6 章 
中 我 们 常常 忽略 负 的 ~ 


5.10 各 种 定理 及 特例 


下 述 诸 定理 大 部 分 都 与 定理 156 和 定理 157 BK. 在 定理 168 至 定理 175 中 ,我 们 假定 /(x*) 
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I 


和 g(x) 是 互 逆 函 数 ,它们 当 x=0 时 为 0, 当 x 增加 时 为 严格 单调 递增 ,并 假定 
F(x) = [fwdu, G(x) = [eg(Dd: 


定理 168 EEF) MEG) AA M Ea bn, WR, ADa,b,<=TF(a,) + TE(b,). 

(定理 156 的 推论 . ) 

定理 169 A ra,f(a,)MZb,g(b,) KM, WW a,b, WM, H 

Dab, < Ba, flan) + Db, g(b,). 

(定理 157 的 推论 . ) 

定 至 170 ”可 以 选取 /因而 g, F.C) Ma, EEFC) RM E ab, 对 所 有 使 得 
EGC b,) BAY b, 都 收敛 . 

定理 171 可 以 使 得 Za,f(a, ) 发 散 , 但 Zabs WR, ABTS, g(b, ) WM. 

(上 述 两 个 定理 的 目的 是 要 说 明 ; 按 照 定理 161 给 出 Holder 不 等 式 之 道 以 及 相应 的 收敛 性 
判别 法 这 种 意义 而 言 ,定理 168 和 定理 169 PRAWA. 定理 171 是 由 Cooper [3] 证 明 的 ,而 包 
含 了 定理 171 而 且 比 它 要 稍微 强 一 些 定理 170, 仍 可 以 用 同样 方法 来 证 明 . ) 


定理 172 -HEb,/in( 5) MeL, JM Eb, /In nA 


( Cooper[ 3 ] :在 Copper 关于 定理 171 的 证 明 中 用 到 了 定理 172. ) 
定理 173 若 g(x) 满 足 不 等 式 
g(xy) <g(x)g(y), 

MH 4 Db,e(b, Wea, Dab, Uc, WW Sa fla, WA fH, 4 TGC b,) WAT Dab, 也 
WAL, HY EF Ca, ) WAM. | 

(关于 前 一 命题 ,可 参见 Cooper[3 ] ,在 现 与 的 情形 下 它 是 较 强 一 些 ,第 二 命题 是 一 个 推论 . ) 

定理 174 FY TC(b, RAT, Za 也 收敛 , 则 存在 一 个 依赖 于 序列 (a) 的 数 和 A =A(a)， 
使 得 F(Aa, ) WSL 

定理 175 ” 设 定理 174 的 条 件 成 立 , 又 设 对 于 小 的 x, 某 个 c>1, 及 某 一 个 k,F(cx) <kF (x), 
WEF a, ) WM. 

(关于 上 面 的 两 个 定理 ,可 参见 Bimbaum and Orlicz[ 1]. ) 

定理 176 着 a, Mb, HT Ok KE, E 


2 naa s i 
UA, TY Sab, WR. 
(利用 定理 169. ) 
定理 177 x >0,a, 20 f(x) = Lax" MM f(x) x Hh in fx) Æ In x 的 一 个 
凸 函数 . 


[显然 有 (x) SO. BER HER BTS x =e? f(x) “iy 于 是 ， HEMT, 
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gg" =- g? = Bae Enae ™ - ( Ena,e"")*? = 0. 

由 定理 118 即 得 所 要 的 结果 . ] 

定理 178 %a,20,A, >A,-, 20, A f(x) = Zae ^" W ln f(x) x H—P R. 

定理 179 Fa, HO, FA, eye sy 为 实数 , 则 级 数 

Lae Ht = f(r,y, ,2) 

的 收敛 域 忆 是 凸 的 , 且 in /在 DD 中 是 x,y,…,z 的 一 个 凸 函 数 ， 

[ 因为 (利用 定理 11 在 无 穷 级 数 方面 的 推广 ) 

Antall st ta e] << fC ee) fg ergy) i 

在 这 里 ,我们 关于 收 雍 性 所 作 的 约定 是 重要 的 . ] 

定理 180 La? <2( Yn?a?)*( E(a, -a,,,)7)* ,除非 a 对 所 有 的 n 都 为 0. 

(参见 定理 226. ) 
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6.1 关于 Lebesgue 积分 的 一 些 初步 说 明 


本 章 所 考虑 的 积分 都 是 Lebesgue 积分 (其 中 6. 6 节 至 6. 14 市 讲述 平均 值 )， 
但 6. 15 节 至 6. 22 节 除 外 ,在 那里 我 们 要 涉及 Stieltjes 积分 (其 中 6. 19 节 至 6. 22 
节 讲 述 平 均值 的 公理 处 理 ). 这 里 先 讲述 一 些 我 们 关于 该 理论 所 作 的 假定 ,以 便于 
后 面 的 阐述 . 大 致 说 来 ,很 少 . 读者 一 般 所 需要 知道 的 也 就 是 : 仔 在 积分 的 茶 种 定 
义 , 它 具备 下 面 所 描述 的 性 质 . 我 们 的 定理 中 当然 有 许多 对 于 老 的 定义 来 说 仍旧 有 
意义 而 且 保 持 有 效 , 但 符 这 些 定 义 先 就 具有 一 定 的 广 证 性, 则 该 主题 就 会 变 得 比较 
容易 ,内 容 就 变 得 更 为 广泛 . 

我 们 把 可 测 集 ( measurable set) 这 一 概念 视 为 理所当然 ,一般 都 是 指 一 维 的 ,但 
偶尔 也 指 多 维 的 . 我 们 所 考虑 的 集 可 以 是 有 界 的 ,也 可 以 是 无 界 的 . 测度 的 定义 先 
是 用 于 有 界 集 :一 个 无 界 集 , 知 它 的 任何 有 界 部 分 都 是 可 测 的 , 则 称 之 为 可 测 集 ,其 
测度 则 是 它 的 有 界 成 分 的 测度 的 上 确 界 . 

一 般 情 况 下 ,总 是 无 条 件 地 假定 ,我 们 所 涉及 的 任何 集 E 都 是 可 测 的 .5 的 测 
度 记 作 mE, 有 时 在 不 致 引起 混 滑 的 情况 下 就 简 记 为 E. 关上 为 无 界 ,mE 可 能 
Ho. 

我 们 也 把 可 测 函 数 这 一 概念 视 为 理所当然 . BT a AY A R RABA A. 所 
有 可 以 用 寻常 分 析 中 的 手续 来 定义 的 沙 数 都 可 测 , 而 我 们 将 只 限于 考虑 可 测 函 数 . 
通常 不 再 重新 说 明 ; 本 书 所 出 现 的 函数 假定 是 可 测 的 . 

其 次 ,我们 把 一 有 办 或 无 界 的 函数 在 任 一 (有 界 的 或 无 界 的 ) 区 间或 可 测 集 上 
的 积分 的 定义 视 为 理所当然 . 有 界 可 测 旺 数 在 任 一 有 界 可 测 集 上 可 积 . 称 在 所 讨论 
的 区 间或 集 E 上 为 可 积 的 (有 界 或 无 界 ) 函数 的 类 为 类 了 上 ; 若 要 强调 所 讨论 的 集 时 ， 
也 可 称 之 为 类 LCE). SRF LR SRL” LICE fe LC MFR ARIK, ATES 
似 处 理 ). 


6 f=1, 0 Jaf de = mE. 


车 feL, 则 |f|leL 车 广 表示 这 样 的 一 个 函数 , 它 当 f 为 正 时 等 于 了 ,否则 为 0， 
广 则 是 当 f 为 负 时 等 于 /否则 为 0, 则 有 
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F =max(f,0),f =min(f,0), f=f +f laf -S 
Mea fel, f eL, HP 
[fax = [ru [fo dx, | fide = [fda - [f° dx. 
4 f20,H(/), =min(f,n) , 则 (由 定义 ) 
| faz = tim J (Pde 
fel, L(g AMMA) lel <C, MW geL 
FSi Jo，… feb, W 
f (afi tafi + tafa )dx =a, | fideta, | fid + +a, | /dx 

若 p>0J 可 测 且 |fl? eL, WHS IRF Lebesgue X, fe L. RER pl 
时 最 为 重要 . L REL 

若 积 分 是 在 有 限 区 间 ( 或 有 界 集 ) 上 取 的 , 则 对 每 一 个 g>p,[ 包 含 L 人 :feL 
Ras fe L?. 有 界 函 数 属于 任何 L. 这些 性 质 对 无 限 区 间 并 不 成 立 ,在 (0,% ) 中 /可 
能 只 对 一 个 p IAF P. 

若 区 间 有 限 , 且 /e p< WIS <1 + Isl fel’. 

车 区 间 是 (0,a) ,其 中 a<1, 则 (a) 对 每 一 个 5 >0,z “属于 己 ”, 但 不 属于 


Piba òmi) WF LP LAF L: (e)l AFEA L; (d) eR 
属于 任何 .车 区 间 为 (0,m ) WEC + lin DRF L RAFIR I 


6.2 ”关于 零 集 和 零 函 数 的 说 明 


测度 为 0 的 集 称 为 零 集 (nul set). 在 积分 论 中 零 集 是 无 关 重 要 的 . 若 除 零 集 
之 外 f=g, 则 称 f 与 g 等 价 , 记 作 f=g. 等 价 函 数 具 有 同样 的 积分 ( 若 有 积分 的 话 ). 

若 S=0, WES HE HH (null function) ,并 且说 /是 零 ， 

同 理 , 可 以 定义 “在 上 等 价 ”,“ 在 E PHD’ BEE 中 除 零 集 中 的 点 外 都 
等 于 0, 则 称 f 在 5 中 为 零 . 此 时 , 当 行 文中 明显 易 辨 时 ,我 们 就 不 反复 提 到 ,比如 
在 考虑 上 的 积分 时 就 是 这 样 . 

若 性 质 P(x) 除 了 属于 零 集中 的 x 外 为 其 余 所 有 的 x 所 具有 , 则 称 它 为 几乎 所 
有 的 x 所 具有 ,或 P(x) 对 几乎 所 有 的 x 都 成 立 ,或 几乎 处 处 成 立 . 于 是 , 零 函数 几 
平 处 处 为 0. 


D 我 们 只 就 一 个 变节 叙述 这 些 结果 ,并 且 把 积分 的 区 何 或 集合 省 略 不 写 出 来 . 
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一 般 总 是 假定 :函数 /,g,… 几 乎 处 处 为 有 限 ,但 有 时 偶尔 也 考虑 在 茶 一 正 测 
度 的 集 上 为 无 限 的 函数 . 例如 ,车 /一 般 为 正 , 但 在 某 一 正 测度 的 集 E EHO, XE 


r<0, 则 我 们 必须 认为 /" 在 E 上 为 无 穷 ,而 | /dx 则 取 值 m. 
E ERER, WARAS, 
fas dx =0. 
若 不 加 特殊 说 明 , 我 们 将 毫 无 例外 地 假定 , 凡 在 上 面 取 积分 之 集 E 都 不 是 零 集 . 
若 f>0, 则 |/ dx =0 的 充 要 条 件 是 /为 零 ( 函 数 ) 


值得 注意 的 是 ,Riemann 积分 理论 中 与 上 面 的 定理 处 于 相当 地 位 的 定理 . 我 们 把 Riemann 可 
积 的 函数 类 记 作 R( 它 包含 在 上 L 之 中 ).f 属 于 RR 的 充 要 条 件 是 /有 界 , 且 其 不 连续 点 作成 一 零 集 . 


若 / 属 于 RR, 且 />0, 则 |/ dr =0 的 这 要 条 件 是 在 /的 所 有 连续 点 ,有 /=0. 
因为 (1) 车 此 条 件 成 立 , 则 /=0. 因 而 | f dx =0. 又 (2) 车 此 条 件 不 成 立 , 则 有 某 一 连续 点 #， 


使 得 /(5) >0, 因 而 有 某 一 包含 的 区 间 , 在 此 区 间 中 Hz) > S716) t [dz >0. 

根据 这 一 定理 ,我 们 能 够 刻画 在 我 们 的 不 等 式 中 等 号 成 立 的 情形 ,只 要 它们 仅 是 关系 到 中 
的 函数 . 事实 上 ,我 们 的 大 多 数 定理 都 具有 一 个 对 个 的 解释 . 主要 的 解释 是 :其 中 的 积分 是 Lebes- 
gue 积分 “ 零 " 和 * 等 价 "是 按照 Lebesgue 的 理论 来 解释 的 . 在 附属 的 解释 中 ,积分 是 " Riemann 积 
A OPERO REIER AMA O 的 函数 等 价 务 数 " 则 是 其 差 在 此 意义 下 为 堆 的 函数 


6.3 有关 积分 的 进一步 说 明 


6.1 7 6.2 节 的 说 明 对 于 后 面 的 多 数 定 理 , 例 如 Holder 不 等 式 和 Minkowski 
不 等 式 的 最 完全 的 形式 (定理 188 和 定理 198) ,已 是 一 个 足够 的 基础 ,但 还 有 少数 
的 情形 ,在 那里 ,我 们 还 将 求助 于 更 为 困难 的 定理 . 现 将 它们 列举 如 下 ， 

(a) 部 分 积分 ”所 需要 的 定理 是 : 若 / 和 g 都 是 可 积 的 (绝对 连续 函数 ) , 则 


[ife’dx = fel - ff gdz. 
(b) 积 分 号 下 取 极限 ”两 个 主要 定理 是 


(i) 若 |s,(x) | < 由 (z) ,其 中 由 eL, 且 对 于 所 有 或 几乎 所 有 的 x,s,(*) 趋 于 某 一 
极限 s(x), 则 


[s(x) de— {s(x) de. 


(ii) 若 对 所 有 的 n,s,(x) e 上 L,s,(x) 对 于 所 有 或 几乎 所 有 的 x 随 n 增加, 且 
lim s (x) =s(x). 
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则 
| s.(2)de— | sz)dx 


(中 右边 的 积分 可 为 无 限 ,此 时 上 面 的 结果 解释 为 5, (x) deco. 特别 地 ,车 


在 某 一 正 测度 的 集 上 s(x) = wm , 则 会 出 现 此 种 情形 , 在 上 述 的 每 一 个 定理 中 ,m 可 
以 是 趋 于 无 穷 的 整数 ,或 趋 于 某 一 极限 的 连续 参数 . 
正如 在 实 变 函 数论 的 图 书 中 所 讲 的 ,由 (1) 可知, 着 酒 数 /(x) 的 增 者 比 
f(x +h) -f(x) 
h 


有 界 (因而 几乎 处 处 可 导 ) , 则 所 x) 为 其 导数 的 积分 . 将 这 点 说 明 与 3. 18 节 之 末 结 合 在 一 起 ,我 

们 可 以 看 出 , 连 绪 西 晒 数 f(x) 是 其 导数 f(x) 的 积分 ,或 是 其 单 边 导数 (x) Ss) BS. 因 

此 , 它 是 一 单调 递增 函数 的 积分 . 另 一 方面 , 若 作 x) 是 一 音调 递增 晒 数 g(x) 的 积分 , 且 h>0, 则 
f(x +h) -f(x) = f gl) du = f g(u)du = f(x) -f(x-h), 


故 f(x) 为 凸 的 . FS E MS th Pi AR A DR — Ht. 

一 单调 递增 函数 属于 只 , 故 上 述 诸 积分 作为 Riemann 积分 都 存在 ,因而 此 定理 不 必用 到 
Lebesgue 的 理论 即 可 证 明 . 

(ORA 标准 的 定理 是 : 若 / 与 g 可 积 ,g 宇 0,G 是 g 的 积分 , 且 a=G(a)， 
b=G(B), 则 


fede = FAC) le(r)dy, (6.3.1) 


其 中 a,b, a B 中 任何 一 个 可 为 无 穷 ， 

对 于 后 面 在 施行 独立 变量 变换 时 需要 用 到 积分 的 变换 规则 的 各 种 情形 ,上 面 
的 定理 可 以 完全 满足 需要 了 但 一 般 我 们 只 用 到 像 *=y+a 或 x =ay 之 类 的 简单 变 
换 , 此 时 这 一 规则 的 正确 性 由 定义 立 可 得 出 . 

(d) 重 积分 和 累 次 积分 ”唯一 要 用 到 的 定理 是 “Fubini CM". # f(x,y) £8 
积 可 测 且 非 负 的 函数 ,又 若 积 分 


fi Jandy, as ffir, lay [fae 
中 有 一 个 存在 , 则 其 余 的 积分 也 存在 , 且 全 相等 . 这 里 的 上 下 限 可 以 是 有 限 ,也 可 以 
是 无 穷 ,而 且 也 包括 发 散 的 情形 : 若 有 某 个 积分 发 艇 , 则 其 余 的 积分 也 发 散 . 
FARE f(x,y) SEAT) BE HY. 则 二 重 积分 为 0 的 充 要 条 件 是 Kx,y) 


关于 公式 (6.3.1) ,还 可 以 加 上 是 点 额外 的 说 明 . 
(1 ) 痢 像 正文 中 孝 样 假定 g 是 非 仙 且 可 积 ,而 / 则 只 假定 为 可 测 ( 而 不 是 可 积 ) , 则 (6.3.1) 右 边 的 存 
在 既是 左边 的 存在 ( 即 7 为 可 积 ) 的 一 个 充分 条 件 ,而 且 也 是 一 个 必要 条 件 . 
(2x ZATR, BABIC) j] EC 之 为 可 积 ,但 并 不 能 陷 售 几 C(7)] 之 为 可 测 . 
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为 0, 即 使 得 /(x,y) >0 的 点 所 成 的 集 具 有 测度 0. 前 一 个 累 次 积分 为 0 的 充 要 条 
件 是 对 于 几乎 所 有 的 xy(x,y) 关 于 y 为 0; 后 一 个 则 是 对 于 几乎 所 有 的 y, 关 于 x 
为 0. 因此 ,“ 二 元 非 负 零 函数 ”的 这 三 种 意义 是 等 价 的 . 


6.4 关于 证 法 的 说 阴 


已 经 对 于 有 限 和 证 明了 的 不 等 式 ,利用 取 极 限 , 常 可 推广 到 积分 上 去 ,但 一 般 
总 有 些 东 西 会 在 论证 中 损失 掉 . 可 以 通过 考虑 定理 7 在 积分 方面 的 类 似 定理 来 阐 
明 这 一 点 . 

FER f(x) Mgl) 7E(0,1) PAAR HA Riemann 可 积 ,并 在 定理 7 中 取 


AZ). hae} 


除 以 n? , 则 得 了 


[AA] l zel) 
& n 一 o , 则 得 
(fede) < jad | 人 dx (6.4.1) 
车 使 用 Lebesgue 积分 , 则 必须 另外 来 讨论 & 设 / 和 gg 在 (0,1) 中 为 非 负 , 且 属 
于 上 ,又 设 e., 是 使 得 


太一 s-i 


n 


2 r 
</ < 一 ， 


成 立 的 x 所 做 成 的 集 , 则 由 定理 7， 


sg < i (r,s =1,2,3,…) 


$ 


(fet) [22 (E (E a] < 2z terete, 


r-l] | 2 
= eA + [ir dx, 
而 关于 g 也 有 一 个 类 似 的 不 等 式 , 因 此 , 令 n 一 ~ , 则 得 (6. 4.1). 
无 论 哪 种 情形 ,最终 结果 都 是 不 完全 的 . 即使 我 们 能 够 用 定理 7 的 "<" ,但 当 
取 极 限时 , 它 也 将 退化 为 "三 ”, 从 而 我 们 将 与 等 号 失之交臂. 


$524.2 554.4 Ss 
fi ji 


DERE REL HARK (1.4 节 ) 其 为 重要 . 
2 这 里 所 用 的 证 法 的 精确 形式 是 由 H. D. Ursell 先生 提供 我 们 的 . 
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相反 ,从 积分 不 等 式 转化 到 和 数 不 等 式 要 简单 得 多 ,可 以 经 过 适当 的 特殊 化 来 
实现 . 例如 ,现在 来 考虑 不 等 式 


exp| f In f(x)dx] < [fade (6.4.2) 
(6.7 节 ,定理 184). 设 
q, >9,9, +9, +t +q, =1, 
并 定义 f(x) 为 
f(x) =a (qi ++ +g, SEx <q, to q, Faa 
其 中 的 g +…+g -理解 为 当 > =1 时 为 0, 由 此 即 得 定理 9. 定理 9 中 不 等 式 退 化 
为 等 式 的 条 件 也 可 从 (6 4.2) 的 相应 条 件 立 刻 得 出 . 


这 种 证 明 方法 是 常常 有 用 的 ,因为 积分 比 级 数 常常 更 易 处 理 . 在 第 9 章 中 我 们 
还 要 遇 到 一 些 例子 . 


6.5 关于 方法 的 进一步 说 明 : Schwarz 不 等 式 


正如 同 处 理 无 穷 级 数 一 样 ,我 们 在 对 待 6. 4 节 中 的 困难 时 ,可 回 到 第 2 章 的 定 
理 的 证 明 中 去 ,并 且 注意 ,经 过 明显 的 改变 ,这 些 证 明 仍 可 运用 于 最 一 般 形式 的 积 
分 中 去 . 现在 可 以 通过 * Schwarz 不 等 式 @”, 即 定理 7 的 类 似 定理 ,来 说 明 这 一 点 . 

定理 181 (ffedx) < |f?dx [grdx, 除 非 4f= Bg, 其 中 4 与 B 是 不 同时 为 0 
的 常数 . 

今后 , 当 积分 上 下 限 在 明白 写 出 来 一 无 好 处 时 ,我 们 就 把 它们 略 去 . 它们 可 以 
是 有 限 或 无 限 ,积分 也 可 以 在 任何 可 测 集 上 来 取 , 此 时 ,4f= Bg 当然 就 意味 着 在 E 
中 有 4f= By. 我 们 也 采用 与 5. 1 节 中 相应 的 惯例 :“X <Y” 表 示 “ 若 了 有限, 则 六 有 
R, LX <Y” ;而 像 5.1 节 中 所 述 的 那 种 其 他 形式 的 不 等 式 也 作 类 似 的 解释 . 于 是 ， 
每 一 个 不 等 式 都 隐 含 着 一 个 关于 “收敛 "的 断言 ,我 们 只 是 偶尔 才 明 确 地 将 它 表示 
出 来 . 例如 定理 181 即 隐 含 着 :“ 车 | 7*dx 和 | ezdx 有 限 , 则 E 有 限 ;车 f 和 g 


AF LW fe RL”. 
45 2. 4 节 的 证 明 相 对 应 的 证 明 如 下 . 
(1) 我 们 有 


[faafe dx - (ffedx) = FSP dx fa (y) dy + Efe (x) deff? (y) dy 


® 或 Buniakowsky 不 等 式 ,参见 2.4 W. 
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- [f(2) a(x) de f(y) ar) dy = 3 ay [f(s) ty) -g(x)/(y)] dx = 0. 


留 下 来 的 就 是 去 讨论 等 号 何 时 可 能 成 立 . 首先 ,车 AH Be , 则 必 有 等 式 . 其 
K EAFA, Hg 为 0, 则 4/=Bg, 其 中 4=0,8=1. 因此 可 以 假定 g 不 为 0, 因 而 
使 得 g(y) 关 0 WR E 具有 正 测度 . 右 
[dy | Wey) -g(x)f(y) ]*dx =0, 
则 对 于 几乎 所 有 的 y, 因 而 对 于 E 中 的 某 些 y, 有 


[ Ugly) -a(x)/(y) Pde =0. (6.5.1) 
于 是 ,可 以 假定 g(yo) #0, H (6.5.1) 对 y=y 成 立 . 但 这 样 一 来 ,对 于 几乎 所 有 的 
x, 有 
f(x)g(y0o) - g(x)f(y0) = 0， 
此 即 完成 了 证 明 
(i) 二 次 型 


[Gf +mg)?dx =a? [fdr+2 | fade +p? | gids 
为 正 , 现 可 按照 2. 4 节 中 那样 完成 我 们 的 证 明 . 
定理 181 关于 重 积分 的 类 似 定理 可 以 同 法 证 明 . 一 般 我 们 将 不 再 把 这 种 推广 
明显 说 出 ,但 有 时 将 把 它们 认为 当然 成 立 . 这 样 做 就 意味 着 ,这 项 推广 可 以 依照 原 
定理 那样 用 同 法 来 证 明 . 
用 同样 的 方法 可 以 把 定理 8 的 证 明 转 述 出 来 , 即 得 
[fids [fedx | fade 
定理 1827 : |>0, 
| fax f hgdx +s f ade 
除非 诸 函 数 /,g，,…,h 线性 相关 ,也 就 是 说 ,除非 存在 不 全 为 0 的 常数 4,B8,…,C， 
使 得 
Af + Bg +- + Ch =Q. 


6.6 当 rz0 时 平均 值 观 ,(/) 的 定义 


在 下 面 ,者 对 于 积分 符号 无 明确 的 说 明 ,其 积分 范围 都 指 一 个 有 限 或 无 限 的 区 


DY Graml 1 ]. 
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间 (a,b) ,或 是 一 个 可 测 集 ET. f(x) Æ E PLE aba AR, AE M; A RK” 
p(x) 在 E 中 处 处 有 限 且 为 正 2?, 且 在 E 上 可 积 . 参数 "是 实 的 , 且 不 为 0. 


我 们 的 假定 包含 着 0 < | p dx < %. 若 假定 


Jp dx=1, 
则 常常 会 方便 得 多 ,此 时 (参见 2.2 节 ) ,我 们 把 p 写作 q. 
ic 
[pr l/r 
Mf) =M, (fp) = | —— (r #0), (6. 6. 1) 
|p as 
WM) =D), (6. 6, 2) 
因而 有 
Min = [CO)]“ (6.6.3) 


对 于 这 些 记号 ,我 们 作 下 面 的 规定 . 若 | or de 无限, 则 记 


[pf "dx =o, Mf) =a(r>0), MiP =0(r<0). 


特别 地 ,者 r<0 且 / 在 一 正 测度 的 集 上 为 0, 则 NMN (A =0. Ei, BRAY EE O 
Aloo 看 作 互 为 倒数 , 则 有 


_ ] 
RN =O (6.6.4) 


使 用 这 一 公式 ,我 们 可 以 从 正 的 ~ 转换 到 负 的 ", 因 而 在 大 多 数 的 情况 下 ,我 们 只 限 
于 讨论 正 的 r ,从 而 简化 后 面 的 定理 ， 

在 [二 0 , 则 对 所 有 的 7, Wf) =0. BfHC, HPC 为 正 且 有 限 , 则 对 所 有 的 r, 
M, (N =C. 车 f= mY, 则 对 所 有 的 7, 观 ,(f) = 0. RAAB MN Wy 
r>0 时 才 可 能 为 m ,只 当 r<0 时 才 可 能 为 0. 

定义 max /, 即 /的 “有效 上 界 " 为 具有 下 述 性 质 的 最 大 的 &: 

“者 >0, 则 有 一 正 测度 的 集 ele), EHIE- e”. 大 无 此 种 存在, 则 记 
max /= 0. 对 于 在 一 闭 区 间 内 连续 的 函数 ,max / 即 为 通常 的 极 大 . min f 亦 同 法 定 
X ,min f>0 H. 


T 当 r>0 时 ,可 设 f 在 的 余 集 上 为 0, 而 将 所 有 的 情况 全 都 化 为 区 间 ( - m ,om ) 的 情况 ， 

D 车 假设 不 是 P>0 而 是 p=0, 则 关于 等 号 成 立 的 情形 就 会 导出 路 为 不 同 的 结果 (例如 以 p=pC 代 将 
Sm). BH EARL E 中 使 得 p>0 的 子 集 , 则 此 种 情形 即 化 为 显然 是 比较 特 丈 的 情形 ， 

本 ”容许 这 种 情形 就 是 暂时 放弃 6.2 节 中 的 理解 , 即 假定 小 几 乎 处 处 有 限 . 
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， ] 
min f = (up (6.6.5) 
Fir pa FL [a] FF AY) max 和 min. 
例如 ,假设 积分 范围 是 (0,m ) y(tx) 和 g(x) 是 由 
f(x) =a,, q(x) =4q, (n-lsx<en,n=1,2,3,-) 


所 定义 的 阶梯 酒 数 , 则 由 定义 (5. 2.1) ,有 
Df = ( Eqa)!" = M, (a). 
同 理 ,有 
max f = max a,min f = mina, 

和 ( 若 提前 使 用 6. 7 WPS IG) =G(a). 经 过 这 一 特殊 化 手续 ,我 们 就 可 以 把 第 2 章 和 第 
5 章 中 的 许多 定理 包含 在 本 章 的 相应 定理 之 中 . 

男 一 方面 ( 如 同 在 6.4 节 中 那样 ) ,可 以 假定 积分 范围 为 (0,1) FFE A) Al g(x) i 

f(x) = a (gq + +o S3 <q) + +qG,). glx) = 1. 

ERPE F.N, (NEA DN, (a). 

定理 183 Hr HOV (PARAALE, N) 

min f < W, (A) < maxf, 

除非 /三 C. 

这 里 的 > 可 为 正 , 也 可 为 负 , 证 明和 定理 1 相似 . 先 设 r=1, 于 是 ,利用 一 个 权 
PRIX g(x) , 则 得 

fad- A) ds =0. 

因此 ,或 /= 所 ,或 /下 在 一 正 测度 集中 为 正 , 同 时 又 在 另 一 正 测度 集中 为 负 . 此 即 
对 r=1 证 明了 所 要 的 结果 ,利用 (6. 6.3) , 即 可 将 它 推广 到 一 般 情 形 . 

若 希 望 将 定理 183 表述 成 与 定理 1 及 其 在 第 5 章 中 的 推广 更 相 一 致 的 形式 ， 
FE TRL A Be" mnf <M, (N <max/, 除 非 /f=C 或 r<0 LM (N =0". 于 是 我 们 就 
有 两 种 使 得 等 号 成 立 的 情形 ,它们 恰好 与 5. 2 节 中 所 区 分 出 来 的 情形 相对 应 :在 
“首要 情形 (此 时 /= C) 下 ,两 个 不 等 号 都 变 为 等 号 ;在 “附属 "情形 (这 只 在 r<0 
时 才 出 现 ) 下 ,只 有 一 个 不 等 号 化 为 等 号 . 当 r<0 时 ,这 种 差别 存在 于 我 们 的 许多 
定理 中 ,正如 同 它 存在 于 第 2 章 和 第 5 章 中 那样 . 但 在 这 里 , 因 我 们 常常 忽略 了 负 
的 ", 这 种 差别 并 不 显得 很 明显 . 


6.7 范 数 的 几何 平均 
定义 几何 平均 GA 


b 参见 5,2 节 ， 
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fo In f dx 
Gif) = G(f,p) = exp| 一 一 (6.7.1) 
| p ds 
或 
In OY) = Aln f) (6.7.2) 
于 是 ,特别 地 , 当 P=9, |q dz =1 时 ,有 
XA =n GP) = faln f dx. (6.7.3) 


我 们 需要 作 一 些 预 备 性 的 说 明 . 
N Inf 不 一 定 为 正 , 故 兴 的 收敛 问题 比 至 今 所 考虑 的 其 他 收敛 问题 更 复杂 . 
BAS AY 分 别 表示 就 In“ 和 ln 7 所 做 成 的 积分 , 吉 如 同 当 之 就 ny 所 
做 成 的 那样 了 , 则 有 4 BAT REE: (a) 3° AS” 都 有 限 ,(b) 忆 有限, 洗 - = -o ,(c) 
S = I AR, (d) 3° =o, 8° = - 双 . 这 4 种 情形 可 以 以 (0,1) 中 的 函数 


=X |I I * | 
x,& a „exp — sin — 
x xX 


作为 例子 加 以 说 明 ,此 时 取 g(x) =1. 
E M, (AITHE 7 >0 有 限 , 则 由 


In 三 三 max(Ż— 9) 


WAS COA AR RE (a) Ab). EWE (a), IEAA Lebes- 
gue 积分 而 存在 ,人 (站 为 正 且 有 限 . 在 情形 (b) 中 , 记 

IAN =- GN) = 0. 
同 理 , 若 N ONIRE r >0 有 限 , 则 有 情形 (a) 或 情形 (e). 在 后 一 种 情形 中 , 记 

SU) =% Gf) =œ. 
在 情形 (d) 中 ,记号 GA EEL Wea M, (ARM, (N 对 所 有 正 的 r 都 为 无 
FF MD) MATA AY r 都 为 0. 

在 情形 (a) 中 ,我 们 有 
@( 了 ) : Bn (6.7.4) 

等 式 两 边 都 为 正 且 有 限 . 容易 证 明 ,假若 关于 0 Alo 仍 采用 与 (6. 6. 4) 中 一 样 的 惯 
例 ,并 且 约 定 , 若 等 式 (6.7.4) 的 一 边 无 意义 , 则 另 一 边 也 无 意义 , 则 此 等 式 对 各 种 
情形 都 成 立 . 


D 关于 In" 和 ln- 的 定义 ,可 参见 5.2 节 ， 
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-一 


现 来 证 明 与 定理 9 相 类 似 的 一 个 定理 . 
定理 184 若 针 (f) 有 限 , 则 


Gif < Af). (6.7.5) 
除非 FE C ,其 中 (C 为 常数 . Ei, FN NAR HP r>, R 
Gi) <N.. (6.7.6) 
CH FOG RAHO. 
先 设 r=1 M, =A. KAY) =0,f=0,M IY) = -2 GP =0 =A). 因此 
可 假定 WP) >0. 
盖 由 定理 1$0 , 若 上 >0,: 关 1, 有 
Int <t-1. (6.7.7) 
由 此 即 得 
In f- In UP) yi 
AnA -In AN < UY -1 =0, 


AQ) 
E(N = Anf) < In AY). 
等 号 仅 当 /三 六 (f) 时 才能 出 现 . 

关于 一 般 r 的 结果 ,从 (6.6.3) 即 可 得 出 . 

在 定理 184 中 ,我 们 已 把 假设 “ 若 UC) ABR” “A DEY) 有 限 ” 明 确 地 说 出 . 
今后 我 们 将 如 同 5. 1 节 和 6.5 节 中 所 说 明 的 那样 ,按照 约定 将 这 种 假设 省 去 以 节 
省 篇 幅 . 在 不 致 引起 混淆 的 时 候 , 我 们 也 会 用 C,4,8,a,b,… 表 示 常 数 而 不 加 说 明 . 
在 同一 关系 中 出 现 的 两 个 C 不 一 定 是 一 样 的 . 

现在 添加 两 个 推论 (定理 10 的 推广 ). 

€185 Gf) +G(g) <@@(f+g) ,除非 4/=Bg, 其 中 4,B KM A AO, A G(f+g) =0. 

可 以 假定 Gf +e) >0. 于 是 ,由 定理 184, 有 

Booey (a) (Fe 

将 此 种 形式 的 两 个 不 等 式 相 加 , 即 得 所 要 的 结果 . 

更 一 般 地 ,有 

EH 186 Gf) + Gh) +B) +… < 如 (+ 及 + 户 +…)( 此 级 数 可 以 有 限 ,也 可 以 无 
限 ) ,除非 f=C, Df, 或 @( Ef) =0. | 


6.8 几何 平均 的 其 他 性 质 
下 面 的 定理 对 应 于 定理 3( 对 于 正 的 7). 


D 关于 下 述 的 证 明 , 可 参见 F. Riesz[7]. 
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定理 187 若 岗 ,(/) 对 集 些 正 的 r 有 限 , 则 当 r 一 +0 时 ,有 
MANGA. (6.8.1) 
应 当 看 到 ,即使 当 MY MATA r> 0 都 为 w A, GS) Val WAR. 例如 , 若 


f(x) =exp (x77) g(x) =1, 区 间 为 (0,1) ,情形 就 是 这 样 
若 巨 为 一 闭 区 间或 闭 集 /为 正 且 连 续 , 则 证 明 甚 为 显然 . 此 时 =6 >0,In/ 有 
界 , 且 


W, = feq dr = f1 +rinf+ Onn Nig de = 1+3 + OC), 
inae = iim “In 和 
要 把 这 种 证 法 推广 到 一 般 情形 上 去 ,当然 存在 着 一 些 困难 . 但 这 种 困难 可 避免 
如 下 ;由 (6.7.6) 和 (6.7.7) ,我 们 有 
_ 1】 0, l rare _ ffi -l 
In Gf) <in M,N =- AÇSA) - 1] = | —q dx. (6.8.2) 
当 r 下 降 趋 于 0 时 , (1 -1)/r 下降 (由 定理 36) 且 趋 于 极限 In. Ae? 
lim HAQ -1]=A(n f) =In GN, (6.8.3) 


右边 可 为 有 限 或 - %. 结合 (6. 8.2) 和 (6. 8.3) ,可 以 看 出 
In 地 (门生 lim In W, (f) Slim In M, (N) <inG@(/)), 
此 即 证 明定 理 . 


6.9 关于 积分 的 Holder 不 等 式 


其 次 ,我 们 来 考虑 与 定理 11 至 定理 15 相对 应 的 关于 积分 方面 的 定理 . 现在 引 
人 男 一 个 定义 ,以 便 缩短 我 们 关于 等 号 成 立 的 情形 的 论述 . A Xt ee, FEE 
个 不 同时 为 0 的 常数 4,8, 使 得 4f= Bg , 则 称 这 两 个 函数 实际 上 成 比例 (effectively 
proportional). 这 一 概念 已 在 定理 181 和 定理 185 中 出 现 . 零 函数 与 任何 函数 实际 
上 成 比例 . 若 f,g,h,… 中 任何 两 个 实际 上 成 比例 , 则 称 它们 实际 上 成 比例 . 

定理 188 若 a,B…,A 为 正 , 且 a+B+… + 入 =1, 则 


[Ftd < (ffax) (fe de) (fide), (6.9.1) 
RAK P AP BHA OR A BH RE RH. 


D F. Riewal 7]. 其 他 (不 像 这 样 简单 的 ) 证 明 会 由 Besicavitch Hardy 和 Littlewood 给 出 ;参见 Handy 7]. 
2 参见 6.3 ibi. 
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RIA —T BBA 0, WH EHO, A 


priar Piee] 


除非 


否则 不 等 号 成 立 . 
作为 一 个 推论 了 ,我 们 有 
定理 189 若 人 >1, 则 
[auc] Ue (6.9.2) 


除非 广 和 pg" 实际 上 成 比例 . 
若 0<k<l 或 上 有 <0, 则 


[fe dx>([f dx) (fa" dx) (6.9.3) 
RAE la) fo eo 实际 上 成 比例 ,或 (b)fg 为 0. 
定理 的 第 二 部 分 需要 作 一 点 说 明 . 先 设 0 <k<1, 并 设 |g* dx 有 限 ,因而 g J 
乎 处 处 为 正 . 于 是 ,车 记 1= 二 (因而 1>1)， 


| 


f=(ue)', g=v", 
因而 
fg=u, f =w, g =u, 
WW u Alo 对 几乎 所 有 的 * 都 有 定义 , 且 
fw dr < (fu dx) (fe dx) 
或 


[stds <( feds) (Je às) ， 
除非 w ,vw 实际 上 成 比例 ,或 者 (换言之 ) 除 非 上 ,g* 实际 上 成 比例 . 因 @ dx 有 限 


D 比较 2.8 Y. 
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且 不 为 0 中 ,此 即 (6. 9.3). 
车 fe dx = o , 则 


(fe d)“ 二 
(因为 如 <0). 因此 ,(6.9.3) 的 右边 为 0, 且 不 等 号 成 立 ,除非 | 训 dx =0 aR fe Wy 0. 


1 k<0,0 <k'<1, 证 法 本 质 上 相同 . 
依照 我 们 在 5. 1 节 和 6.5 节 中 所 说 ,该 定理 隐 含 着 关于 收敛 和 有 限 性 的 一 个 
论断 : 若 所 涉及 的 积分 中 有 两 个 有 限 , 则 第 三 个 亦 有 限 . 当 其 他 两 个 积分 为 有 限时 


则 为 有 限 的 第 三 个 积分 当 k>1 时 是 | fe dx, MO <k<1 时 是 | Adx, 当 上 <0 时 是 
[Es dx. 

与 定理 161 相对 应 的 定理 是 很 重要 的 ,正如 定理 161 一 样 , 它 并 不 是 前 面 定理 
的 一 个 直接 推论 

定理 190% 车 >1, 且 让 对 于 所 有 属于 L 的 g 都 属于 L, 则 f 属 于". 

先 考虑 (a,5) 有 限 (或 mE 有 限 ) 的 情形 ,并 设 | /dx = o. 可 以 找 出 一 个 函数 
FÈ (1) 只 取 可 列 的 无 限 个 值 n;(2) 满 足 广 <f< 广 +e 因由 定理 13,f 不 超过 
f+ (f-/)' 的 某 一 常数 们 , 故 有 | 六 "dx = m .于 是 , 若 。 是 使 得 广 =a, 的 集 , 则 

5 ate, =o, 
由 定理 161 , 取 
aje,=u;, bfe,=u', abie; =u,v,, 
可 知 存在 一 组 b, ,使 得 之 bi e, kS, AS a;b;e; = %, 在 e (XFAR i) PEX 
g(x) = 6; , My 


f g dx= E bie; 
收敛 ,但 
[fe dx= È a,b,e; ree 


因而 | fg dx = % ,与 假设 相 矛 盾 


D |g*dr=0 将 隐 仿 sg* =0, 因而 g= 吕 .而 由 6.2 节 的 理解 ,这 种 可 能 情况 是 排除 在 外 的 . 
® F.Riesz[2], | 
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BR ERT RAO, 0 ) ) 上 取 的 , 记 


x = 本 一 ， 


则 
fi fipo [fiefia [eae [ota 
其 中 
Fa) =a- 7A) Oa- er) 
于 是 定理 又 化 为 有 限 的 情形 . 


定理 191 若 k>1, 则 [fdx<F HARSHA MT MARE |e" dx<<G 的 
8 ,都 有 | fe dex F G”. 

由 定理 189, 条 件 是 必要 的 . 若 条 件 满足 , 则 由 定理 190, | 六 dz 有 限 . 若 Jr fde > 
让 , 则 可 取 g, 使 得 与 六 实际 上 成 比例 . 于 是 ,由 定理 189， 

[ie dx= (ff aa) (J as)" oe 

PERDET SAH GEMPAR ERP" <" R" <”): | f dx < 下 的 充 要 条 
件 是 | fe de < PAG , ae | gf dx<6. 

可 以 证 明定 理 191 而 不 求助 于 较为 困难 的 定理 190. 车 | de> 已 , 则 对 于 充分 大 的 n， 
[ Dk de> F. 于 是 ,选取 实际 上 成 比例 的 & 与 (DA-!, 则 有 


[fe dx > | (Hng dx = (| (pE dr) CI > Fk le f 
ESRI E. 
Banach [ 1. pp. 85 -86] 曾 给 出 了 定理 190( 以 及 与 之 相伴 随 的 定理 161) 的 另 一 证 明 . 
用 到 定理 191 的 一 个 例子 将 在 6. 13 节 中 出 现 , 即 在 证 明定 理 202 的 时 候 ;在 第 9 章 中 还 有 一 
些 别 的 应 用 . 在 6. 13 节 中 ,定理 202 是 用 两 种 不 同 的 方法 证 明 的 :其 中 的 一 种 ,明显 地 依赖 于 定 
理 191 ,而 另 一 种 则 不 用 它 ,而 定理 191 在 这 一 类 证 明 中 的 挝 辑 地 位 也 将 在 该 处 详细 地 加 以 阐明 . 


6.10 平均 状 .( 有 ) 的 一 般 性 质 
现在 将 要 证 明 一 些 定理 ,其 中 包含 2.9 节 中 一 些 定理 的 类 似 定理 . 这 里 所 要 研 


D 特别 是 在 9.3 节 和 9.7 节 (2) 中 . 
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究 的 性 质 比 在 那里 所 研究 的 稍微 复杂 一 些 . 同时 ,我 们 还 需要 作 一 些 男 外 的 规定 ， 
这 样 ,才能 把 它们 彻底 地 表达 清楚 . 先 假定 r>0; 对 于 这 种 情形 所 证 明 的 定理 ,加 
上 我 们 关于 GC) 所 证 明 的 定理 ,就 将 给 出 所 要 求 的 结果 的 实质 . 这 样 我 们 就 能 够 
比较 概括 地 表达 出 关于 一 般 r 的 结果 ,而 把 大 部 分 证 明 的 细节 留 给 读者 . 
定理 192 若 0<r<s 且 路 有 限 , 则 
M, <M, 
除非 三 (. 
若 r=sa, 因 而 0 <a<1, 则 由 定理 188 ,可 得 
a l-a a 
Jaf’ dx= J (af*)*q' "dx <(faf*dx) (fade) =(faf*de) , 
除非 gf =Cq. AA qg >0, 此 即 所 要 的 结果 . 
定理 193 SM, 对 每 一 个 r 都 有 限 , 则 当 r 一 +o Mt, M, —max f. 
上 Ry = max f APR, Wl (a) De <p, (b) E— EWE l 的 集 e PA fou -e, 因 
而 有 | 
[.qdv=f>0, MS (u-t, lim WM, =u -«. 
(ii) 设 max f= om , 则 对 于 任何 6>0, 在 一 正 测度 的 集 e 中 有 > C, 因 而 如 前 有 
lim Yet, =G. 
由 (6.6.4),(6.6.5) 及 定理 193 AY RI, 4 r— -œo 时， 
Vt, —min f. 
定理 194 若 0<s<o AM AR, U M, 在 0<r<s 中 连续 , 且 当 r=s 时 左 
连续 . EM, =o 12M 当 0<r<s HAM, WY ros Mo. 
(i) 设 M, 有 限 , 则 
gf’ <qmax (1,f"), 
此 万 一 属于 工 类 且 与 无关 的 控制 函数 ,由 6.3 节 (b)(i) 即 得 所 要 的 结果 .了 
(it) 设 We, = oo. MEER n, (AG 
| Caf*) de > 6. 
(A( gf"), 是 > 的 连续 函数 ,因而 2 当 r>s-e 时 ,有 
[f Caf") dx > 26. 


于 是 ,| of de > 二 6, 此 即 证 明定 理 


D rcs 时 的 连续 性 也 可 以 从 定理 111 和 定理 197 得 出 (参见 6. 12 4). 
© 6.3 节 (b)(i). 
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6.11 平均 We, (S) AI — ARTE ( 2 ) 


fe 6.10 节 中 ,我们 主要 是 把 注意 力 集中 在 r=0 时 的 平均 ,而 让 读者 自己 从 公 
式 (6. 6.4) 和 (6.6.5) 去 推导 出 关于 负 阶 平均 的 相应 结果 . 本 节 将 比较 详尽 地 考虑 
平均 . 依据 定理 187 和 定理 193 ,我 们 自然 地 可 以 记 

Gf =A, max f= (A, mnf=M_ (f). (6.11.1) 

M A HEFCE M E AEM ATA RY r>0, M, (A) = w MMARI r <0, M, (A) =0 
时 才 如 此 . 

先 来 处 理 两 种 例外 的 情形 . 

(A) 霹 /三 C, 则 对 所 有 的 7, 哎 , =C, 而 这 即使 在 极端 情形 C=0 和 C= & 时 亦 
wea”. 

(B) 我 们 可 能 有 

M, =0 (r<0), MARX, M,=æ (r>0). 

把 这 些 情形 排除 在 外 ,然后 请 读者 去 证 明 下 面 (1) 和 (2) 中 的 命题 成 立 , 这 些 
命题 包含 了 异 于 (A) 和 (B) 的 所 有 情形 . 

(1)4-w<r<ssoft, M, <M, RE la) M, =M, = æ (这 仅 当 r 宇 0 时 才 
可 能 出 现 ) , BK Cb) We, =M, =0( 这 仪 当 s<0 时 才 可 能 出 现 ). 

(2) 用 D, Al M, PARR We, 当 上 从 下 面 和 从 上 面 趋 于 > 时 的 极限 (这 总 
是 存在 的 ). 

A r>0, W M, =M, H M, =M, RTM, HEA APR M, 对 1>r 为 
ao 的 情形 之 外 ,此 时 

Mp =O >N. 

H <0, DM, = WM, H M, = VM RTM, HIER ARM M, 对 :<r 为 

0 的 情形 之 外 ,此 时 
W, o =0 <M. 

知 r=0, 则 有 例外 情形 出 现 , 其 与 上 述 的 各 种 情形 相对 应 . Ë Me 为 0 或 w , 则 

(a) M _, A M naii 或 (b) 
Moo = WM, =0， M, = 
或 
Mm _,=0, M,=M,,=0. 

EM 为 正 且 有 限 , 则 M ot Deo VTE AAR, MEF PoE M WTA O, 


D 严格 说 来 ,根据 6.2 节 的 理解 ,第 二 种 情形 已 排除 在 外 . 
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M anj žo. 

最 后 ,我们 没有 明确 除外 的 各 种 可 能 性 实际 上 都 可 能 发 生 Y 

这 些 结果 可 以 用 

£. = ln We, 

比较 对 称 地 和 简明 地 表达 出 来 :约定 mm = +m ,ln0= -m. 我 们 把 与 上 述 情形 (A) 和 (B) 相 对 
应 的 情形 除外 : 

(a) /=C( 其 中 C 可 为 0 或 w ) ,此 时 对 所 有 的 7,%,=In C; 

(b) My 无 意义 ,此 时 号 .对 r>0 为 +m ,对 r<0 为 -wm. 

定理 195 除了 刚才 所 说 的 情形 之 外 ,使 得 时 ,=ln DY, 有 限 的 r 所 成 之 集 或 为 堆 集 ,或 为 亲 
2 FMZ, AFERA A uw), RP -wosusese FA r=0 w—S( Ai usO0<v) ,但 站 
他 方面 则 是 任意 的 (因而 ,比如 说 ,u 可 为 -wm ,sr 可 为 + mw ,或 u Mle WNT AO). 对 于 上 右边 
的 rT 为 +m ,对 于 /左边 的 r 为 -wm. 

在 1 中 ,中 ,连续 且 严 格 单 调 递 增 . Sr Bit ARH BIRKS NY, 趋 于 某 一 (有 
限 的 或 无 限 的 ) 极 限 , 它 等 于 其 在 该 端点 之 值 . 


6.12 In W 的 凸 性 


本 节 ( 正如 在 定理 17 中 ) 将 假定 r>0. 
定理 196 #0<r<s<t, EM, 有 限 , 则 
We < (MYM), 

除非 在 上 的 一 部 分 /三 0 而 在 其 余 的 一 部 分 /三 C. 

证 明 所 依据 的 是 定理 188 ,而且 是 定理 17 的 证 明 的 一 个 类 推 . 对 于 等 号 出 现 
的 情形 , 则 应 是 

gr = Caf. 

作为 推论 ,我 们 有 

定理 197 ln WY =r 贡 (有 门 是 7 的 一 个 是 函数 . 

与 定理 87 比较 . 读者 会 发 现 从 定理 197 推出 M, 的 连续 性 (定理 194) 是 有 教 
fat HY. 


6.13 关于 积分 的 Minkowski 不 等 式 


Minkowski 型 的 不 等 式 是 用 实质 上 与 2. 11 节 相 同 的 方法 导出 的 . 关于 积分 的 
Minkowski 不 等 式 的 普通 形式 是 


D SERBI. 
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定理 198 车 上 >1 , 则 
[[ frer d] <( ff dr) +--+ (fide), (6. 13. 1) 
若 0<k<1, 则 
[| Jret +de] > (ffas) pena (fde) (6. 13.2) 
除非 fg,…,! 实际 上 成 比例 . 
X k<0 时 ,不 等 式 (6. 13.2) 一 般 仍 成 立 , 但 存在 第 二 种 除外 情形 , 即 不 等 式 
两 边 都 为 0 的 情形 , 
从 定理 189 推出 这 一 定理 ,很 像 从 定理 13 推出 定理 24. 因为 等 号 出 现 的 情形 
多 少 有 些 费 解 , 所 以 我 们 就 把 (6. 13.2) 的 证 明 详 细 写 出 . 
若 S=f+g+… +l, W 
| Stax = | Srdr+ fas 'dz +--+ fisd. (6.13.3) 
先 设 0 <k <1. HEM 19, A 
Ssf +g + + 
因此 ,车 | A dx.… 有 限 , 则 | St dx AR. 又 [S$' dx >0, 除 非 5=0, 因 而 /,8,… 全 为 


0. 因此 可 设 | St dx 为 正 且 有 限 . 

由 定理 189, 

J > fra sm” 
除非 (a)f AIS” 实际 上 成 比例 或 (b)A =0. 因 上 -1<0, 且 5 几乎 处 处 有 限 , 故 
第 二 种 情形 仅 当 / 为 0 时 才能 发 生 ,而 这 样 一 来 即 化 归 为 前 一 种 情形 . 因此 ,由 
(6. 13.3) 即 得 
| Sas > [( {stax} ee (fea) (fS). (6. 13. 4) 

除非 /,g,…,! 实际 上 成 比例 . 由 此 即 得 所 要 的 结论 . 

当 k<0, 著 | Stdx 为 正 且 有 限 , 则 可 作 同样 的 论证 . 若 | Stdz =0, W(X k <0) 


S 几乎 处 处 为 无 穷 , 这 是 不 可 能 的 :因为 每 一 个 /都 几乎 处 处 为 有 限 . 车 | Stdz 为 


无 穷 . 则 ( 仍 因 k<0) | /dx，,… 都 为 无 穷 , 且 (6. 13.2) 的 两 边 都 为 0. 此 即 定理 所 说 


的 第 二 种 除外 情形 , 它 ( 比如 说 ) 当 
f=g =---=/=0 
在 某 一 正 测度 的 集 E 上 成 立时 即 出 现 . 
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在 定理 198 的 叙述 中 ,我 们 曾经 把 上 =1 和 大 =0 的 情形 排除 在 外 . 前 一 情形 是 
显而易见 的 ,而 后 一 情形 则 包含 在 定理 186 之 中 . 请 读者 去 把 定理 198 叙述 成 一 种 
与 定理 24 相对 应 的 形式 . 

对 应 于 定理 27 ,我 们 有 

定理 199 #k>l, 则 


[Vrg+: +D'de> [fdx+--4 f Max, (6. 13.5) 
HGO<k <1, 
| State +1)"dx < | idx +--+ | dx, (6. 13.6) 
除非 对 于 所 有 的 Yu,g,…,! 中 除了 一 个 之 外 都 为 0. BHAA fiz. d 几乎 处 处 
都 为 正 , 则 (6.13.6) 对 于 上 <0 也 成 立 . 
定理 198 当 上 > 1 时 是 下 面 的 3 个 更 一 般 性 定理 中 的 第 一 个 的 特别 情形 ,在 这 
3 个 定理 中 ,级 数 可 为 有 限 或 无 穷 , 积 分 区 间 也 是 任意 的 . 我 们 只 限于 讨论 上 >1 的 
情形 ,一 般 言 之 , 当 上 <1 时 不 等 式 反 号 . 
定理 200 若 k>1, 则 
{ft E f(x) Ide} < FE [ [Acad] (6. 13.7) 


除非 
fax) =C, d(x). 
定理 201 #k>1, M 


{ = [Jd] < fi 5 f (x)]'"dx, (6. 13.8) 


除非 
f(x) = C,6(x). 
定理 202 #k>1, A] 


[f [fierar] de} < f [fede] dy, 6.9) 
除非 
Axy) 二 $b(x)y(y). 
在 以 上 各 个 定理 中 ,在 例外 情形 等 号 都 成 立 
现在 来 考虑 ( 比如 说 ) 定 理 202( 诸 定理 中 最 不 初等 的 一 个 ). 先 就 <" 来 证 明 
定理 . 我 们 给 出 两 个 证 明 , 其 中 第 一 个 我 们 求助 于 定理 191. 在 各 个 证 明 中 出 现 的 
一 系列 等 式 和 不 等 式 都 按照 下 面 的 意义 来 解释 :车 任何 等 式 或 不 等 式 的 右 端 项 有 
限 , 则 左边 亦 然 , 且 两 者 是 按照 所 述 的 相 联系 . 积分 次 序 的 交换 是 依 Fubini 定理 而 
成 立 . 
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Tes 
J=J(x) = [flx.y) dy, 
(i) 欲 使 
[fdr<m (6. 13. 10) 
成 立 ,由 定理 191 ,其 充 要 条 件 是 
[Jg dr<M (6. 13. 11) 
对 于 所 有 使 得 
| edzsl (6. 13. 12 ) 


的 g 都 成 立 , 但 由 定理 189 和 (6. 13. 12), 
[Jg dx = [ez)d | flx.y)dy = f dy( f es)7zsy)d] 
< f ay( [A (x.y)dx) (6. 13. 13) 
因此 ,在 (6. 13. 10) 中 可 以 取 
M = fo ffan) 
此 即 (就 <" ) 证 明定 理 
Gi) #5 | dr =0, 则 对 于 几乎 所 有 的 *,J =0, 因 而 (对 于 几乎 所 有 的 x)/ 对 于 几 
乎 所 有 的 y 为 0. 因此 ,根据 6.3 节 (d) V(x,y) =0. 
于 是 可 以 假定 | /dx >0. 暂时 先 假定 | Jt dx 有 限 . 于 是 


[re = J2 defy dy = fay [3 pax far{( faa) (fran) } 
= (fras) 人 ao ay, 


因而 有 


(f+ dx) ‘< f (ffas) dy, (6. 13. 14) 
此 即 (6. 13.9) ,不 过 以 <" 代 * <”. 
在 这 个 证 明 中 ,我 们 假定 了 | /dx 有限, 这 是 一 个 在 证 明 (i) 中 没有 用 到 的 仿 


E 要 想 除去 这 一 假定 ,必须 用 某 些 使 得 这 一 假定 必然 成 立 的 四 数 去 皖 近 J. 例如 可 
没 积分 是 在 某 一 有 限 区 间或 具有 有 限 测度 的 集 上 取 的 ,(/). 是 依照 6. 1 节 中 所 定 
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义 的 ,以 及 

J, = [dy 
于 是 ,| 六 dx 必 为 有 限 ,因而 


(大 由 < ffia] dy < f fax) a. 
A> nn 一 om ,由 此 即 得 (6. 13.9), AL "fhe <". 
(Qi) 和 (中 的 证 法 本 质 上 都 是 同一 性 质 的 ,(1) 中 任意 的 g 的 角色 在 山中 由 定 积 
5} 


g = 一 一 去 
( JJ dx) 


来 表现 ,车 | 六 dx 有 限 ,上 述 的 定 积分 即 满足 (6. 13.12). 利用 这 一 特别 的 ,我们 


即 避 免 了 求助 于 一 个 相当 商 级 的 一 般 性 定理 ,但 却 另 外 增加 了 一 些 复 杂 性 . 在 运用 
定理 191 时 ,也 会 出 现 类 似 的 情况 . 
留待 讨论 的 就 是 (6. 13.9) 中 等 号 何 时 出 现 的 问题 . BE 
[Je dx < M 
对 于 所 有 满足 (6. 13.12) 的 g 都 成 立 , 则 在 


J far ax) < fay[ (ff dx) (fe"de) ] 

中 不 等 式 成 立 ,除非 对 于 几乎 所 有 的 yw A eo 实际 上 成 比例 ;换言之 ,除非 (对 于 
几乎 所 有 的 y) 

ply) f(x,y) =0(y)g" (x), (6, 13. 15) 
Bp p +e 对 于 几乎 所 有 的 *, 都 大 于 0. 若 对 于 一 个 使 得 (6. 13. 15) 成 立 的 y， 
p(y) 为 0, 则 g(x) 必 为 0, 这 是 不 可 能 的 . 因此 ,在 (6. 13. 15) p(y) >0 ,因而 

f(x,y) = $b(x)y(y), 
其 中 =g“, 小 =(o/p)”. 对 于 几乎 所 有 的 y, 该 等 式 对 于 几乎 所 有 的 x 都 成 立 ， 
因此 ,由 6.3 Cd) ,对 于 几乎 所 有 的 x,y 都 成 立 . 
定理 200 和 定理 201 的 证 明 可 用 类 似 的 方法 得 出 . 例如 ,在 证 明定 理 201 时 , 记 


J, = hg, 


D 656.9 节 最 后 的 说 明 ， 
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然后 论证 如 下 . He DT <M, ee SD HAERE: RBS <1. MSO, <M. 又 
ZJ/ = Eb, [ds = fe Zb f dx < [axe YEA solve < f 5 ft) ide, 

等 等 . 积分 号 下 求 和 可 由 6. 3 节 (b) 之 ( 记 证 明 其 成 立 . 

定理 26 的 类 似 定理 是 

定理 203 #0<r<s, W 

MP MI x,Y) < DEP M(x), 

Me aE f(x,y) =b(x) u(y). 

关于 一 个 明显 的 证 明 ,可 参见 Jessen[ 1}. 
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存在 一 个 涉及 任意 函数 的 积分 平均 值 的 理论 , 它 与 第 3 章 中 所 论 者 类 似 . 本 市 
不 打算 把 它 详 细 地 叙述 出 来 ,因为 这 样 做 ,就 等 于 把 我 们 已 经 说 过 的 东西 以 稍微 不 
同 的 形式 再 作 一 次 大 量 的 重复 . 我 们 只 限于 证 明定 理 95 的 一 个 类 似 的 定理 . S 

定理 204 has/(x) <P, RP aMB 可 以 是 有 限 的 或 无 限 的 :f(x) 几乎 处 处 
StF a fo B ARF B fe] fot BH p(x) 满 足 6,6 节 中 的 条 件 ;g"(1) 在 a<t<B 中 为 
正 且 有 限 . 则 


(6. 14. 1 ) 


[fe dx) _ Joe de 
fp dx fp dx 
(只 要 右 端 项 存在 且 有 限 ) FES fac 时 成 立 

可 能 会 有 | fp dx = oo aR | fp de = - ,这 时 (6. 14.1) 仍 然 成 立 ,只 要 按照 正 
规 的 方式 来 理解 . 不 可 能 ( 当 其 右 端 项 有 限时 ) 出 现 fp dx 不 存在 的 情况 , 亦 即 
[f° pdx = 0 și [f pdx = -的 情况 . 因为 在 这 种 情形 下 ,a= - ,B= iO) 
作为 非常 数 的 凸 函数 ,对 于 /的 正 的 大 值 或 负 的 大 值 必 趋 于 无 穷 8, 其 速度 至 少 是 
L/ 的 一 个 倍数 ,因此 ,| AUP dx 不 可 能 存在 且 有 限 . 


现 取 p=g, | 9 dx =1, 并 先 设 驱 = | dx HAR. HfeC( HR) Ma<M< 


T ALARM. 

多 第 3 意 中 一 些 定 理 的 类 似 定 理 将 在 本 章 末 了 的 各 种 定理 中 叙述 . 其 中 一 些 定理 的 较为 完整 的 处 理 
可 以 在 Jessen 的 [21 与 13] 中 找到 . 这 两 篇 论文 的 不 少 内 容 , 经 过 适当 的 修改 ,已 写 人 到 第 3 章 中 ， 

D 参见 定理 126. 
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B. 又 由 假定 ,对 于 几乎 所 有 的 x,f HAR, E a </<B, 因 此 ,对 于 几乎 所 有 的 x， 
O(N = M) + S- WM) + TY -W H), 
JEP p WES AIM ZA AN «<p <. 于是， 
[oq dx > AM), 


此 即 (6. 14. 1). ESHU- ML)?" (we) =0 时 成 立 ,但 a <p <p, A Mt PILE 
Ai) x.6"(w) >0. KURA f= Me. 


其 次 ,假定 ( 比如 说 ) | fa dx = © ,因而 B= ©. 于 是 ,根据 已 经 证 明 的 ,有 
o[ [Ug dx] < [ol .]4 dx 


因为 $(/) 对 于 大 的 连续 且 单调 , 故 右 端的 积分 趋 于 | (7)9 dx ,而 左 端的 则 趋 于 


Co). 因此 ,$b(% ) 有 限 , 故 引 单调 递 碱 , 且 
$o) < (站 
由 此 可 知 ， 
plo) = pC) fg de < [Og dx, 


等 号 仅 当 由 (P) =o( om ) 成 立 , 而 此 种 可 能 性 我 们 已 经 排除 在 外 . | fo de= - © 
情形 可 同 法 讨论 . | 
(6. 14. 1 ) 的 左 端 项 可 能 等 于 - oo. 读者 若 去 验证 一 下 我 们 曾 考虑 过 的 各 种 情 
形 , 相 信 你 会 发 现 这 是 有 教 益 的 
若 取 h(t) = -1n i, 则 得 
exp( fa In f dx) < faf ax, 


即 GCP) SA (定理 184). 若 取 由 = 六 ,我 们 又 重新 回 到 Holder 不 等 式 , 用 类 似 于 
3. 11 节 的 方法 ,还 可 以 构造 出 另外 的 特例 . 若 取 (1) =e In 4, 则 得 
定理 205 


fofdx | 人 Jimyd 
< exp “Tora f 
p dx pf dx 
除非 f=C. T 


可 以 将 定理 204 的 结果 (除了 关于 等 号 出 现 情形 的 叙述 ) HE SE AEE 
PRIX o EE. 
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定理 206 当中 (1) 在 a<t<B 中 连续 且 是 时 ,不 等 式 (6. 14.1) RD. 
依据 3. 19 节 ,我 们 有 
中 ( 门 = o(M) +aCf- DW), 
其 中 人 EOCEEN AMASRMR SRE RM Fe, 


[og dx = (WN), 
此 即 (6. 14.1). 


6.15 Stieltjes 积分 的 定义 


直到 现在 ,我 们 是 把 级 数 和 积分 分 开 讨 论 的 ,而 所 有 的 基本 定理 则 以 对 偶 形 式 
出 现 , 例 如 Holder 不 等 式 就 是 包含 在 定理 13 和 定理 189 之 中 的 . 一 件 很 自然 的 事 
情 就 是 把 这 些 定理 作 一 种 推广 ,使 得 它们 合 而 为 一 . 利用 Stieltjes 积分 , 即 可 达到 
这 一 目的 . 

设 g(x) 在 a<x<<b 中 为 (广义 ) 单 调 递增 ,由 (a) =a,6(b) =B. 假定 a 和 8B 
(但 不 必 是 a Alb) 有 限定 曲线 

y = y(x) = h(x) 
是 一 上 升 曲线 , 它 可 以 有 可 列 的 无 限 多 个 普通 不 连续 点 ,或 可 列 的 无 限 多 个 不 变 区 
间 ( 即 晒 数 在 其 中 等 于 常数 之 区 间 ). a He 
x = x(y) = x(¢) 
唯一 定义 ,除了 (a) 在 与 由 的 不 连续 点 x = 相对 应 的 y OE y y) AAC b) Hf 
于 与 中 的 不 变 区 间 相 对 应 的 y 值 之 外 . 车 我 们 约定 (y, ,y: ) 是 x(y) 的 一 个 不 变 区 
间 x(y) ERP RE E, W zx(y) 除 了 对 于 值 (b) 之 外 都 有 定义 ,而 且 对 于 使 之 有 定 
义 的 了 值 ,x(Y) 是 y 的 单调 递增 函数 . 最 后 ,我 们 来 完成 x(y) 的 定义 使 之 成 为 y 的 
一 个 单调 递增 函数 , 即 对 于 (b) 中 的 任 一 7 值 ,我 们 赋 以 x(7) 以 该 不 变 区 间 中 的 任 
— x fA. 这 种 y 值 是 可 列 的 ,在 其 中 任何 一 个 之 中 ,如 何 选 取 x(y) ,对 于 下 述 的 定 
义 并 无 影响 . 
现在 定义 作 x) 关 于 由 (zx) 的 Stieltjes 或 Lebesgue-Stieltjes 积分 
f Sda) = [fade 
如 下 : 
fA db = ffl x(o) ld (6. 15. 1) 


DH ( PIM) b= © , 则 月 = lim $(x). 
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只 要 右 端 的 积分 作为 某 一 Lebesgue 积分 存在 

(6. 15. 1 ) 的 定义 属于 Radon[ 1] , 它 把 Stieltjes 积分 的 理论 化 为 Lebesgue 积分 
的 理论 ,因此 我 们 不 会 想到 有 新 的 困难 发 生 , 关于 Stieltjes 积分 的 这 一 定义 和 较 老 
的 定义 的 充分 讨论 ,可 参见 Hobson| 1 | , Lebesgue[ 1 | , Pollard| 1 | ,Young| 7 |. 

可 以 用 同 法 来 定义 

[ fx)do, 
FC o FE AVA aE 是 x 的 值 所 成 的 集合 ,就 是 说 ,我 们 把 它 定 义 为 
f fx)db = | flx($)] do, 

其 中 区 是 与 五 相对 应 的 由 值 所 成 的 集 . 必须 假定 s 可 测 . 积分 


有 
是 中 在 五 上 的 变 差 . 


6.16 Stieltjes 积分 的 特别 情形 


(a) 中 =x. 此 时 ,Stietjes 积分 即 化 为 寻常 的 Lebesgue 积分 . 


| Kxz)d = | f(x) $' (x) de. 
(c) 中 是 某 一 有 限 步 增 加 的 阶梯 函数 . 
ita =a <a, <- <a, =b, Æ a, <x <a Pola) =a,, HF a, <a,,,; XR 
“1 <k<n Hf, ola) 取 任 何 一 个 能 保证 p 为 单调 递增 的 值 . 则 x(y) 是 一 个 阶 榜 
PAIX , UH a, ,a,,… ,a,, 且 
[fad = fiflx(b) ld = (a -aa) + (0 = a faz) + + Cani = 4-2) 


flani) + (B-a,.)f(a,) = J pfa), (6. 16. 1) 
其 中 m 是 由 在 x=a 处 的 跳跃 . 显而易见 ,任何 有 限 和 都 可 表示 成 某 个 Stieltjes 积 
分 ,例如 


D 若 5 是 任 -- 有 界 变 差 函数 , 则 & = 由 -水 , 其 中 由 和 少 是 单调 递增 函数 , 可 以 定义 f 关 于 g 的 Stieltjes 
积分 为 


Jfdg= [fdo~ | f dy. 
这 里 并 不 需要 这 种 较为 一 般 的 定义 ， 
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Y u, = [fl x) dq, 
其 中 中 是 一 个 在 dd 4, 处 具有 单位 跳 唉 的 阶梯 葡 数 ,u， =f( a,)- 
(d) 这 些 想法 立刻 就 可 推广 到 具有 无 限 多 个 不 连续 点 的 阶梯 函数 上 去 ,此 时 
Stieltjes 积分 是 就 所 有 不 连续 点 求 和 的 级 数 pyf(a,). 任何 收敛 的 无 穷 级 数 都 可 
以 用 这 一 方法 表示 为 某 一 Stieltjes 积分 . 


6.17 前 面 一 些 定理 的 推广 


现在 很 清楚 ,所 有 的 基本 定理 都 可 以 立刻 推广 到 Stieltjes 积分 上 去 ,而 且 这 样 
得 到 的 定理 包含 了 关于 Lebesgue 积分 和 关于 和 数 所 得 到 的 定理 . 6. 18 节 将 叙述 其 
中 最 有 代表 性 的 定理 . 我 们 将 要 用 到 两 个 初步 说 明 . 

(1) 24 Stieltjes 积分 写成 某 一 Lebesgue 积分 时 ,积分 变量 为 p. 等 号 成 立 的 条 
件 总 是 /f=g 或 除了 一 个 0 测度 集 之 外 f=g 的 形式 . 在 我 们 的 新 定理 中 ,除外 之 集 
则 是 就 由 而 言 测 度 为 0 的 集 , 而 将 这 一 概念 再 用 zx 来 表达 时 , 它 则 变 为 "在 zx 值 所 
成 的 集中 ,4 的 变 差 为 0 的 集 ”, 即 这 样 的 一 个 集 EE, 它 使 得 与 之 相应 的 值 做 成 了 
OR 关于 等 号 成 立 的 条 件 也 必须 按照 这 一 意义 来 解释 . 例如 “/ 与 g 实际 上 成 比 
例 " 意 即 除 了 中 在 其 上 的 变 差 为 0 的 那些 点 之 外 ,有 

Af = Bg, 

其 中 4 与 8 为 不 同时 为 0 的 常数 . 注意 ,这 样 的 一 个 除外 之 集 不 可 能 包含 由 zx) 的 
所 有 不 连续 点 . 

同样 的 情况 也 出 现 于 max f Al min f 的 定义 之 中 . 例如 max 了 力 是 这 样 的 中 
的 最 大 者 , 即 对 于 任 一 正 的 ef>t-e 在 一 个 使 得 中 在 其 上 的 变 差 为 正 的 集 上 成 
立 . 

(2) 有 许多 不 等 式 “X<Y" 对 于 Lebesgue 积分 都 成 立 , 可 是 它们 对 于 
Stieltjes 积分 的 类 似 不 等 式 则 仅 以 “三 "成立 . 例如 , 设 积分 是 在 (0,%m ) 上 进行 


的 ,又 设 |/ dx =1, 则 由 定理 181, 有 
( [uf dx) < [f dæfaf de = faf dx, (6.17.1) 
BRAE x" fae Cf R x° lC ,而 这 是 不 成 立 的 , 故 (6. 17. 1) 在 任何 情况 下 都 成 立 . 在 相应 
的 关于 Stieltjes 积分 的 定理 中 ,我 们 有 | db =1, 且 
(fz do) < [ag /zap = [et (6. 17. 2) 
在 (6.17.2) 中 , 若 * 一 C, 则 等 式 成 立 ,换言之 , 若 x 除了 一 个 使 得 在 其 上 的 变 差 
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为 0 的 集 外 为 一 


常数 ,或 者 (也 就 是 说 ) ,震中 是 一 个 只 在 果 一 点 发 生 跳跃 的 阶梯 


函数 , 则 等 式 成 立 . 例如 若 中 在 0 和 xz <1 中 为 0, 当 x 宇 1 时 为 1, 则 


ef 


( udp) =1 = [md 


6.18 FHN (fo) 


Mi) = Wo) = (fy da)” [E2] (r #0), 


B = 
Asso) = MiGs), 
In f dd 
G(f;h) = exp Ers = We (Se). 


在 这 些 定义 中 , 先 假定 所 出 现 的 积分 都 为 有 限 . 若 | / do = % , 则 约定 (根据 6.6 节 


的 规定 ) 当 r>0 时 现 .=w, 当 r<0 时 完 , =0. Æ 5.2 节 和 6.7 和 节 中 所 讨论 的 问 
题 ,由 于 G 的 定义 ,在 这 里 自然 也 出 现 . 

与 定理 183 ,184 ,187 ,189 ,192 ,193 .197 ,198 相对 应 的 那些 定理 ,陈述 如 下 :为 
叙述 简单 起 见 ,假定 rr > 0. 


定理 207 
定理 208 
定理 209 
定理 210 


min f< U0, (f) < max /除非 f=C. 

GY) <M) FH GP <A) aE SSC. 

若 观 ,(/) 对 某 些 r 有 限 , 则 当 r— +0 HN (Ne G(/. 
Hk>1, 


fuv dd < (fu w)" (f do) d ， 


除非 ut 与 洲 事 实 上 成 比例 . 除了 当 w 与 事实 上 成 比例 ,或 左 端 项 为 0( 此 时 , 右 
HHO), BOK KI 或 k<0 时 ,不 等 式 反 号 . 
此 即 Holder 不 等 式 ,自然 也 有 与 定理 11( 或 定理 10) 及 定理 188 相对 应 的 推广 . 
定理 211 Br<s MMP < 观 (/) ,除非 /三 C. 
定理 212 著 路 ,( 门 对 每 一 个 正 的 上 都 有 限 , 则 当 一 + wm 时 , (x) 一 max f: 
定理 213 In 驳 ;( 记 是 r 的 一 个 凸 函 数 . 


定理 214 


车 上 >1 , 则 
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[fu roide] 2 ( fu db) į (fr TE 
除非 u 与 事实 上 成 比例 . 车 0 < 上 <1 ,或 上 <0, 不 等 式 一 般 反 号 小 


6.19 分布 函数 


第 3 章 直接 定义 了 平均 值 
M, = MM, (a,g) = 中 [Lg$(a)], 

然后 从 定义 导出 了 它 的 特征 性 质 . 在 这 里 ,我 们 将 把 这 一 过 程 反 过 来 ,并 给 出 了 3.1 
节 中 约定 的 “公理 "处 理 . 使 用 Stieltjes 积分 的 记号 是 较为 方便 的 ,也 正 是 因为 如 此 ， 
我 们 才 把 这 一 讨论 保留 到 现在 , 但 我 们 所 用 的 Stieltjes 积分 实际 上 全 是 有 限 和 , 

下 面 将 讨论 一 种 特殊 类 型 的 .对 所 有 实 x 都 有 定义 的 阶梯 函数 ,我们 称 之 为 有 
限 分 布 函 救 (finite distribution function). PR R(x) 为 有 限 分 布 函数 ,假若 

(i) 它 一 段 段 为 常数 , 且 只 有 有 限 个 不 连续 点 ; 

Gn) EXO 增加 (就 广义 而 言 ) 到 1 ,因而 

F(-o) =0, F(œ)= l; 


GD 对 所 有 的 x,F(x) =S F(x -0) + F(x +0) J. 


在 点 4 具有 跳跃 g 的 分 布防 数 提供 了 包含 在 Wl, (a) PRA a 和 权 g 的 一 种 
表示 . 这 种 消 数 中 最 简单 的 是 
pG = 50 kamai 
ETE x =0 点 有 唯一 的 此 跃 1. Ei 
E(x) = E(x -&), 
则 
F(x) = SqE.(x) (6.19.1) 
是 一 般 的 在 e 点 具有 跳跃 g ARA fh pa, HEP 
@a-=a,.9=q, (v =1,2,-,a),2¢, =1, 
a <a, < Lae 
又 有 
人 (xz)dF(z) = 2gd(a)， (6. 19. 2) 
而 平均 值 (3, 1.3) 则 可 写成 


D 我 们 把 除外 情形 的 幸 细 描述 留 给 读者 . 
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MLF] = 6" ( f bx) dF(x)). (6. 19. 3) 


任何 有 限 分 布 函 数 都 有 当 *<4 时 为 0, 当 x>B 时 为 1 的 形状 ,4 与 8 是 和 FF 
有 关 的 有 限 数 . 下 面 将 着 重 于 讲解 这 种 函数 的 一 个 子 类 , 即 对 于 一 对 固定 的 4 和 
8 ,满足 

F(x) =O(x <A), F(x) =1(x >B) (6. 19. 4) 
AIX AP AT PR SP AG PRT AVIS. 在 这 种 情况 之 下 KF RF D(A,B). 

若 由 xz) 在 闭 区 间 (4,8) 中 连续 且 严 格 单调 , 则 由 (6. 19.3), MF) 对 于 
D(A,B) PPAR F ERREX. (A,B) 以 外 的 由 x) 的 值 实际 上 并 不 包含 在 (6. 19. 3) 
之 中 . 因而 我 们 可 以 随意 加 以 选择 ,比较 自然 的 是 选取 它们 使 得 由 xz) 对 于 -双生 zx 到 
00 为 连续 且 严 格 单调 . 


6.20 平均 值 的 特征 化 


我 们 的 目的 是 要 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 215 设 对 应 于 沪 (4,B) 中 的 每 一 个 下 ,都 有 唯一 的 实数 M F] ATF 
面 的 性 质 : 
l) WE, (x) ] =£ (ASB); 
2)# F 5 F AF DAB) LAA x, F F, BEA x, F, >F, A 
M F,] < MLF,); 
3) F,F* C&T D(A,B), B 
MIF] = MF], 
则 对 OQ<t<1, 有 
Mle + (1-6) = MIF + (1 -1)G|. 
车 泌 [ 让] 满足 上 述 三 条 性 质 , 则 在 闭 区 间 (4,B) 上 有 一 个 连续 且 严 格 单调 递 
增 的 函数 中 (x) ,使 得 


MEF] =M,[ F] = 由 (| ~ $b(x)dF(x)) (6. 20.1) 


RZ, SM FIA- AARAM (x) 而 由 (6.20.1) 定 义 , 则 它 满足 
1) ,2) ,3) ,因而 这 些 条 件 对 于 将 Ml 下] 表示 成 (6. 20. 1 ) 的 形式 是 充分 必要 的 . T 

先 来 证 明定 理 的 逆 部 分 . E MF] h (6. 20. 1) 定 义 , 则 它 显然 具有 性 质 1). 它 
也 具有 性 质 3) ,几乎 也 是 显而易见 的 ,因为 


D 参见 Nagumol 1 ] , Kolmogoroff[ 1 ] ,de Finctti[ 1] .我 们 依据 了 de Finetti 的 证 明 有 路 线 . 
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IMF + (1 -41)C]| = tfh dF + (1 - 1) fé dG 


= aC dF* + (1 -0)|¢ dG = pi MEF' + (1 -1)C]|. 


尚 须 证 明 2). 
QF, 和 FF 满足 所 述 的 条 件 , 则 有 一 正 数 k 和 一 区 间 (a,B) ,使 得 在 (a,B) 中 
有 
F(x) > F(x) +p > F(x). 
因此 ， 


(MEF) - POMEF,]) = f7 o dF, - f" $ dF, = f7 (F, - F,)dg® 


> | (F, -Fi)db > ul O(8) - 6(a)] > 0 


6.21 关于 特征 性 质 的 说 阴 


还 须 证 明 ,性 质 1 ) 至 性 质 3) 足 以 刻画 平均 Dey. 我 们 先 就 这 些 性 质 的 “意义 ” 
作 一 些 一 般 性 的 说 明 . 

(i) 1) 谓 , “车 一 集中 所 有 的 元 率 都 具有 同一 数值 , 则 它们 的 平均 也 具有 该 
E”; 

(ii) 2) 78.“ ML Fld FRATRER R. EA EARM F, | 
<M F,) “M F] AWR" ABH A ED W. 

现 来 讨论 一 些 例 子 . 

(a) 算 术 平 均 

Alag) = Eqa = fx dF = N[F] 


是 下 的 一 个 严格 单调 泛 函 . 此 时 ,49(x) =x. 

(b) 可 以 定义 “max a” 为 “使 得 F(x) =1 的 x 的 下 界 "(F 为 任意 一 个 有 限 分 布 函 数 ,其 跳 胸 
AUE a). BP max a =At 请 是 严 的 一 个 泛 函 , 它 显然 单调 :车 F SP, 对 所 有 的 x 都 成 立 , 则 
HLF, | spl Fij. 但 全 天 ] 并 不 是 严格 单调 : 若 局 SP, 由 下 式 定 义 : 


D FEMA ro, HIB F, (x9) > Fr (xy) ,或 
SIF, (0 -0) +F (xq +0) J > Sl Fale -0) + F(x +0) J. 


Alii) BR Fy (xy -0) > Fy (x9 -0) REF (xq +0) > 所 (xo+0), 在 前 一 情形 中 ,有 一 个 满足 条 件 的 区 
TE m 的 左边 ;在 后 一 情形 中 ,有 一 个 在 xo 的 右边 . 
多 假若 回忆 一 下 在 6. 19 PREF h(x) 在 (4,B) 之 外 的 定义 所 作 的 了 解 . 
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Fy = Fy =0(x <0); F = 三 F=0(0<s<1);F = Fp = (x > 1), 


则 
wl F,] = max(0,1) = max(1.1) = yl F3). 
EF wl F] 不 能 表示 成 (6. 20. 1 ) 的 形式 ,这 由 定理 本 身 即 可 得 出 ; 若 其 可 能 , 则 即 为 严格 单调 . 
(c) 几何 平均 进 = 色 (a,g) 是 下 的 一 个 泛 函 , 它 不 是 严格 单调 的 ,因为 (比如 说 ) 集合 (0， 
azs ) (0, b,, JAAR O. 它 可 表示 成 公式 
®© = exp (f, in x dF(x)). 
CARA (6. 20.1) 的 形式 ,其 中 的 由 xz) =ins(z>0), 但 久 不 能 以 定理 中 所 述 的 方式 表示 出 来 ， 
因为 当 x 一 0 时 ,in x=-* -— oo, 
Gi) 者 我 们 用 3) 两 次 ,第 二 次 是 以 请 ,CC AL -5 代 CPF 4, 可 以 看 出 ,只 
EM F] =MLF] MLC] =Mle |My 
PMF + (1 -2)G] = Mek? + (1 -t)6° |. (6. 21.1) 
MA. (a)M (e+ (1 -ClAwMLF) MLC] 5 t PAE. 
更 一 般 地 ,者 ML, | =M F; A tg, =1, 则 
MI Eq, F,] = MI Eq, F: ]. (6.21.2) 
22 pe g 广 ] 当 
SLF +uG] = ey KF] + uC] 
时 称 为 线性 的 :此 时 , 它 必 然 具 有 性 质 (a). EM 由 满足 (a) 或 3)((a) 是 它 的 一 
个 推论 ) , 则 可 称 M F] 为 拟 线性 的 (quasilinear). 假若 我 们 又 同意 把 性 质 1) 用 共 
存 ( consistency ) 来 描述 ( 这 样 做 是 较 自然 的 ) , 则 定理 215 BY RSG FF h 
最 一 般 的 共存 的 严格 单 调 递增 的 、 拟 线性 的 泛 另 就 是 由 (6.20. 1) 所 定义 的 泛 函 . 


6.22 完成 定理 215 的 证 了 明 


PRR E(x) E g(x) (1 -t)E,(x) +tE, (x) MRF D (A,B) PH PO<t<1. $ 
w(t) = Ml (1 -1)E, +E], 
因而 
vw(0) = Mİ E, ] =A (1) = Ml Es] = B. 
WAHRE y) RRIA EE, Ye (2) RAN 
plu) = (u). 
它 也 是 连续 函数 ,而 且 当 ww 从 4 增 到 8 时 , 它 从 0 严格 增 到 !. 若 


T FAME, 都 是 DA,B) RRR BFR DAB) , 则 对 所 有 的 ,BE4 宇 FzEs. 
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u = ġ(t), t= ġ(u), 
则 
MLL] =u = y(t) = Mill —-h(u) JE, + 9b(u)Es|. 
因此 ,利用 3) 之 推广 了 的 形式 (6. 21.2) ,并 对 任何 有 限 分 布 函数 FO A RTA 
(6.19.1) , 则 得 
MCF] = Ml EqE,] = Mi Sql (1 - h(a) JE, + H(a)E,| 
= Mİ[1 - Lqb(a) JE, + [ Zqh(a) JEg| 
= wl Zqb(a)] = [9p(a)]. 
此 即 定理 的 结果 . 
应 当 注意 ,在 这 里 ,中 (4) =0.6(8) =1. 当 已 经 找到 某 个 中 时 .( 根 据 定理 83) 它 可 代 之 以 任 
EA) ad + B. 
还 须 证 明光 (4) 严格 单调 递增 且 连 续 , 
(1) 若 
0O<2,<t< 1, 
则 对 所 有 的 x, 
(1 -¢,)E, +E = (1 -4,)E, +E, 
不 等 号 对 某 些 x 成 立 . 于 是 ,由 2)， 
pl) = MLC -4,)£, +2,£,)] < Ml -总 ) 开 二 5 = ylh). 
(2) BE W(t) TE) BAKA AEN) WALA — ADER A, POS 
<1. FE, ARP EET ERA £, A 
(ty) <E< ply +e), 
且 对 于 所 有 的 zx, 有 
E(t.) BE, > Epse)» 
不 等 号 对 于 某 些 x 成 立 . 因此 ,由 2) ,对 于 (0,1) 中 的 任 一 上 有 
M| Eye +E nn <M SF, +2 +> Eo | <m[ > 9 Eore) + Ex. (6. 22. 1) 
但 者 ;与 1 属于 (0,1), 则 由 1), 有 


w(s) =M Eua] = MLC -3)E, + sEs], 
对 于 ¢ 亦 然 . AH 3)， 


Ml Ean + = be mit s + shy (1 -2)E, r 


2 
aope tpn 


结合 上 式 与 (6. 22. 1 ) ,可 以 看 出 


a Ew | = 
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(2 =A, e=) 
HR WORADTE, BD M| SE, +E yey ] 所 分 开 , 其 与 e 无 关 . 因 之 , 令 so, i 
(==) < y( o). 


BOITE- BAD PN TATA y 在 了 (to + 9) 处 都 有 一 个 不 连续 点 . 而 这 是 不 可 能 


的 ,因为 一 单调 函数 的 不 连续 点 至 多 是 可 数 个 . 
由 此 可 知 ,w(2) 无 右边 不 连续 点 . 同 理 , 它 也 无 左边 不 连续 点 . 故 它 连续 . 而 这 

也 就 完成 了 我 们 的 证 明 . 

我 们 着力 叙述 有 限 分 布 函 数 , 因 而 我 们 所 考虑 的 函数 下 全 是 阶梯 函数 ,而 平均 则 是 第 3 章 中 
的 平均 . 存在 一 个 相似 的 定理 ,其 中 的 假设 和 结论 都 要 强 一 些 , 即 它 适用 于 比 (A,B) WAS 
的 一 类 函数 . 令 D° (4,B) 表 示 由 具有 6. 19 节 中 的 性 质 (这 和 拘 且 满足 (6. 19. 4) 的 函数 所 成 的 
类 , 则 我 们 可 以 证 明 一 个 定理 , 它 与 定理 215 的 不 同 之 处 只 是 以 D” 代 D. 证 明 非常 相似 ,只 是 在 
最 后 几 步 要 稍微 更 细致 一 些 . 可 参见 de Finetti[ 11. 
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定理 216 “就 时 间 平均 的 速度 小 于 就 距离 平均 的 速度 "， 
[此 即 { | Ea) < fdr | Ea fa f (SY 电力 定理 181 的 一 种 情形 . ] 
定理 217 ”车 一 质量 为 的 运动 中 的 不 可 压缩 的 均匀 流体 的 动能 为 £, 它 的 质点 的 平均 速 
BEH VIY E > MV? ,除非 所 有 质点 都 具有 同样 的 速度 
[ 设 p 为 一 单元 dS = dedyds 的 密度 ,o 为 其 速度 , 则 
M = p{dS, V{dS = | ds， 已 = 3p| sds, 
所 求 的 结果 从 定理 181( 对 于 三 重 积分 ) 即 可 得 出 . ] 


定理 218 一 单位 电流 通过 平面 上 包围 某 面积 为 4 的 闭合 电路 ,并 对 在 此 电路 内 部 的 单位 
磁极 P WELAT) F, g 
2AF* > (27)3， 
除非 此 电路 是 一 个 以 P 为 圆心 的 图 . 
| 为 简单 起 见 , 可 假定 此 电路 关于 PP 为" 星 形 的 "( 即 P 与 电路 上 任 一 点 连接 而 得 的 直线 段 全 
在 电路 内 ). 利用 关于 P 的 极 坐 标 r,6, 并 从 0 到 2m 积分 , 即 得 


2m= [do= {(+ KGZ <({2) (fra = Ft (ays, 
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除非 r+ 是 常数 . ] 
定理 219 若 /,(x,7) 与 g,(x,y) 是 x 与) 的 两 组 耳 数 (有 限 多 或 无 限 多 ), 则 


(Js dedy) < E f{frdedy [fe? dedy, 
除非 存在 两 个 不 同时 为 0 的 常数 a 和 4, 使 得 对 任 一 vy, 有 
af, (x,y) = bg, (x,y). 

[由 定理 7( 对 于 无 穷 级 数 ) 和 定理 181( 对 于 二 重 积分 ) ,或 直接 由 2.4 节 的 第 二 种 方法 . 该 

EMMAT FERE. 设 诸 u,v 为 三 个 整 值 变 量 m,n.p HAR MRSS 
(Ll VSuv)? s EZE” (i) 

与 普通 形式 的 Cauchy 不 等 式 并 无 实质 上 的 差别 . 但 苦 在 (i) 中 对 求 和 记号 的 各 种 不 同 选 取代 以 积 
分 记号 , 则 由 此 即 可 导出 实质 上 不 同 的 不 等 式 , ] 

定理 220 Hi a JE. M 


EEEE ETE = + nqa +e e(t Jaa iil 
-a x) (l -ax)e( l - a,x) r 
定义 , 则 
GS G19 (r= 12,6), 
除非 所 有 的 a 都 相等 . 
定理 221 gi <g <g < 
除非 所 有 的 a 都 相等 


[定理 220 和 定理 221 是 由 I. Schur 教授 告诉 我 们 的 . 正 像 2. 22 节 中 的 诸 p 那样 , 诸 g 是 诸 
a 齐 次 梨 积 的 平均 ,不 过 现在 诸 a ERAS ALAR. 特别 地 ,qi =p). 

定理 221 可 从 定理 220 得 出 ,正如 定理 52 可 从 定理 51 得 出 一 样 . 欲 证 明定 理 220 ,注意 到 : 

q = (n- D) fo [Cary + aX to + ax, ) dr dr, ,, (i) 

HEP x, =1 -xi 一 + 一 … -x,_, FAD RRM x, >0,…,x,_| >0.x, >0 REM. 运用 定理 181 
(对 于 重 积分 ) 于 (1), 即 得 定理 220. 

利用 公式 (1), 可 得 到 一 个 更 完善 的 定理 . 车 诸 a 为 实数 (但 不 必 为 正 ) , 则 二 次 型 9g,,,y,y， 
严格 为 正 . 又 着 诸 a HEMKE Eg ayy 严格 为 正 , 除非 (在 上 述 两 种 情形 中 都 一 样 ) 当 
所 有 的 a 都 相等 . | 

定理 222 若 p>1vV 在 (0,c) 中 属于 天, 且 


F(x) = [ f(s)de, 
则 对 小 的 *, 有 F(x) =0(x!'). 
[ 由 定理 189, 
Pa fipa faf aspera 
而 第 二 因子 趋 于 0. | 


定理 223 若 p>1J 在 (0,%m ) 内 属于 芯 , 则 对 小 的 x ARTA «BA F(x) ola), 
[ 对 于 小 的 *, 利 用 定理 222, 要 证 明 关 于 大 的 x 的 结果 ,可 选取 ,使 得 
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| fde. 
HR >X 于 是 ,对 于 充分 大 的 x， 
(F(x) - F(X) J = (fi sary’ s T fede < see! . 
F(x) <F(X) tex! <2srlp ] 
定理 224 若 y 至 多 除 在 xz=0 之 外 为 一 积分 ,o 在 (0,e) 内 可 积 , 则 对 于 小 的 x, 


T 
;= (nt)] 
[fixare EE fiaa) .] 
定理 225 Hy 至 多 除 在 0 和 1 之 外 为 一 积分 ,xz(1 -*)yr2 EONAR, My AFLE, H 
0s ive dx - ( y dx) < > fx ~ x) ydx. 


[y 属 于 上 这 一 结论 可 从 定理 224 得 出 . 第 一 个 不 等 式 包含 在 定理 181 之 中 . 对 于 第 二 个 不 
等 式 ,我 们 有 


hrt - (hs de) => ty) - y(r) Fdude 
~ hd fide( fya) < [j, du [iC -u)de form) dt 


= form)? d f du f'(v-u)d = fC -t)y'? de. 


这 两 个 不 等 式 中 ,前 者 仅 当 y 为 常数 时 才能 化 为 等 式 , 后 者 仅 当 y 为 线性 时 才 行 . ] 
定理 226 Em>l n> -1 为 正 且 为 一 积分 . 则 


fjera < Sf atte} (fira) (i) 
{224 f= B exp[ -Crt -D ] 时 取 等 号 ,其 中 8>0,C>0， 
特别 地 ， 
[i fede < 2( ffa) (fE pdx)’ (ii) 


除非 J= Be - ERSEK HIE SABRI, FEKE - om ,om ) 亦 成 立 . 
[最 有 趣 的 情形 是 (ii) , 它 属于 Weyl [1,p. 345] ,在 量子 力学 中 很 有 用 ， 


设 (i) 的 右 六 项 的 积分 有 限 . 因 / 连续, 且 n < 全 名 + 号 , 故 左 端的 积分 亦 有 限 . 因此 ， 


im ni pm =0 
T— en 


于 是 ,在 (0,x) 上 施行 部 分 积分 ,其 中 (xi) 是 一 适当 的 随 上 趋 于 无 穷 的 序列 , 则 得 


zp dx = -lim fx" pf da. 


n + li-e JO 


但 由 定理 189， 
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[rate pl | aj Wi Par)”, 
除非 /<0 HS5 xt" —D pee EREA. 这 一 假设 导致 所 说 的 的 形式 . ] 
定理 227 车 中 单调 递增 , 则 
(redo) < [f d fedo, 
除非 /与 g 事实 上 成 比例 (就 6. 17 节 的 意义 而 言 )， 


(该 定理 包含 在 定理 210 之 中 ,在 定理 228 中 要 用 到 . ) 
定理 228 #az0,b20, , 且 由 为 非 负 且 单调 递增 , 则 


(fea) < [i - (ERR [pre he 


BRIE ZE(0,€) P p=C, HC >0,fE(E, © ) 中 ,由 =0. 

(可 以 为 0. 该 不 等 式 比 直 接 运 用 定理 181 所 得 到 的 要 强 . 它 可 从 定理 227 得 出 ,只 消 利用 
部 分 积分 将 上 面 的 积分 化 为 该 处 所 考虑 的 形式 .a =0,b =2 的 情形 由 Gauss 在 论述 误差 理论 时 提 
及 : 参见 Gauss[ 1 ,WN ,p. 12] 及 Pólya and Szegö[ 1, I ,p. 114,p. 318]. ) 

定理 229 $ a20,b20,a#1,ġ HIE HAIA , 


(fe es) > [1 (FER) o defo ae 


除非 p =C. 

(参见 Pólya and Szegö[ 1, I p. 57 ,p. 214]. 此 时 ,由 定理 181 可 得 一 相反 的 不 等 式 , 右 端 项 
的 因子 改 为 1. ) 

定理 230 FO0<a<fsA<w O<b<g<B <., fil 


2 
[fPdx [ede < [zE +) $2) ie dx] 

(定理 71 的 类 似 情形 ;参见 Pólya and Szegö[ 1, I ,p.57,p. 214]. ) 

定理 231 FFB a, blaz0,b20) 为 端点 的 闭 区 间或 开 区 间 ( 一 般 有 4 A), Hi a b 
各 为 0, 为 正 且 有 限 ,或 无 限 , 则 总 共 可 得 34 种 类 型 的 区 间 工 试 对 每 一 个 区 间 了 赋予 一 个 函数 
f(x) CHO <a<l 中 有 定义 , 且 使 得 DNR PA r 为 有 限 ,其 中 M, ( 户 是 对 区 间 
(0,1) 和 就 ?=1 所 做 成 的 . 

[ fA: 


~2/b 
IH a cr<bef(x) =2"*(1 -x) “v4( In =) ; 


1 为 -wrasm: f(x) =1+x:; | a 

1 为 单 点 0: f(x) sept -x + (1-2) F]; 

/ 为 空 集 : f(x) =exp[ -*7' +(1 -x)-!]. 
这 包含 了 在 靠近 6. 11 节 末 所 提 到 的 命题 的 一 部 分 证 明 . ] 

定理 232 Minkowski 不 等 式 的 几何 解释 . 设 泛 函 空间 中 的 一 点 是 定义 为 L 中 的 函数 ,两 个 
函数 当 且 仅 当 它们 之 差 为 0 时 ( 即 只 在 -0 测度 之 集 上 不 同 ) 才 定义 同一 个 点 ;又 设 两 点 /与 g 之 
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间 的 距离 是 由 
(fg) = [Ur -a) ?dx 
所 定义 . 则 (1) 两 个 不 同 的 点 之 间 的 距离 为 正 ;(1 
5(f,h) < 6(f,g) + 6(g,h). 
[车 用 
6(f,e) = ([1f-gl'dr) (r>1) 
来 定义 距离 , 则 在 “ 泛 函 空间 L'" 中 可 得 同样 的 结果 . ] 
定理 233 ”网 氏 空间 中 两 点 间 的 最 短 距离 是 直线 . 
[空间 中 的 曲线 是 由 
x=x(t), y=y(t), z= z(t) 
定义 的 . 可 以 假定 对 于 所 讨论 的 弧 段 来 说 上 从 0 增 到 1. 车 假定 x,y,z FL? 中 函数 的 积分 , 则 由 定 
FE 198 , 弧 长 /由 
Pal | (x? +y” +2?) Fae] = My (a? ty? +z?) SM (x?) +My (y?) + Me (2) 
ee 
( [rd ay + (fya) 7 (feae) a) = (x - x9)? + (yi - yo)? + 《zi 一 - 2)’. 
若 等 号 成 立 , 则 Ax’ = By’ =Cz’ ,因而 曲线 为 一 直线 . ] 
定理 234 若 0<p<1, 且 对 于 所 有 的 &, 有 
[fz dx > 4( farda)” 
则 | edz>4e， 


[ 比较 定理 70. 若 对 于 所 有 的 xy>0, 则 由 应 = 挛 定 义 & HEE Hf >0, E CE Pf=0, A CE 
的 测度 为 有 限 , 则 在 E 中 由 让 = 户 定义 g, 在 CE 中 由 g =6 定义 g, 并 按照 定理 70 的 证 明 来 进 
行 . 车 CE 的 测度 为 无 限 , 则 在 CE 中 取 ( 例如 ) 
g = Get 
于 是 


L/p’ 


[rede = [fe dx > A( paroh i 
4 Go , 仍 得 出 所 要 的 结果 . | | 
定理 235 asp AE, /具有 周期 27， 
F(x) = Pf + p(n f7 padt; 


又 设 平均 M, 涉及 区 间 (0,2r) 和 一 常数 权 函 数 , 则 
MF) > MM) (O<r<l), MCF) SMP) (zl). 
[ 该 定理 可 从 定理 204 导出 ,或 可 直接 证 明 ( 比如 说 假定 r= ANF: 
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r-l 
( )p(t)de de 
wen = Eff Metro < forts sorta T a 
. [Cede 四 ( [p(s) di) 
| fp def f'(x + Dd: ' 
“Sa - (ven. - © ——|f*(u)du = DE). 
z [pCe)ae eh 
对 于 r=0 的 情形 ,可 参见 Polya and Szegi[ 1,1,p. 56,p. 212]. ] 


定理 236 若 
(f(x, Ties Hse) ] Fie? Yii) — BRT2 ,)] 20, 
WAS xy) glx d ARH ASS - 2 为 相似 排列 , 则 称 / 与 g 为 相反 排列 . 试 证 
明 , 若 /与 g 为 相似 排列 , 则 
ffs axar [fog dx dy < [ar 下 次 dxdy…; 


BSS es 为 相 凤 排列 WEFR. BRAD ESTS g 的 定义 城 的 任何 公共 部 分 . 

[ 此 万 定 理 43( 取 ~>= 切 的 类 似 情形 ,本 质 上 属于 Tehebyehef( 他 只 考虑 了 单 变 量 的 单调 函 
数 ). | 

定理 237 py WEEN 156 的 条 件 , 且 


P(x) = fod, We) = [winds 
则 
[fa ax < [o( fae + [¥(g) dex 


定理 238 车 /与 g 为 正 , A-—ERAR, Asin’ sf 5 ee 可 积 , 则 局 可 积 . 
(由 定理 63 ,以 筷 inyr+ee-  ) 
定理 239 FSAI. 


ft fin 一 dx < 2 fin* fdr + 44a 


(在 用 来 证 明定 理 238 的 不 等 式 中 取 5 = 二 In ,k=1.) 
定理 240 若 J 在 (0,a) 中 为 正 且 属于 了 ,又 
F(x) = f fdt, 
则 
Front -Ja + Paa, 
只 要 有 一 个 积分 有 限 . 
定理 241 设 4 为 正 且 有 限 ,8 =8(a) 一 般 表 示 一 个 只 与 a 有 关 的 数 ,/(x) 30, 又 设 
F(x) = EAN, 
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Ja fresan K- fyfa 
WOR J AR, W KIAR, H 
K < BJ + B; 


Gi f AAR , DR A KAR, J 有 限 , 且 
J < BK int K +B. 


(对 于 上 面 的 两 个 定理 ,可 参见 Hardy and Littlewood[ 8]. ) 
定理 242 车/ 在 (0,a) 中 为 正 且 属于 上 , 叉 
g= [ ERa, 
Ma FL, H f "g(x)dx= | fr) de 
(部 分 积分 ,或 将 g 代 人 并 交换 积分 次 序 . ) 
定理 243” 设 由 是 一 个 连续 且 严 格 单调 递增 的 函数 ,定义 My (A) A 
MeN = [ foa d} 


则 和 欲 使 
Mi) < MA) 
对 于 所 有 的 J 成 立 , 其 充分 必要 条 件 是 由 关于 中 为 凸 的 . 
定理 244 git 


Me -ME () < Maa -D A) 
对 所 有 的 f=f(xi ,… ,x; ) 成 立 ,其 充分 必要 条 件 是 每 一 个 pe 关于 相应 的 p, AR. 
定理 245 = th fii 
Dein ME Cf) < Were (f) 
RE RAT AY f LI FES MAREE (ig, Sp, 3 (4 on 目 将 1,2,…,n 变 到 yp ,v2 ,… ,vn 的 四 
换 包 含 和 > 的 一 个 对 调 时 ,有 9, FP 
(对 于 上 述 的 三 个 定理 ,它们 分 别 对 应 于 定理 各 ,93,137, 可 参见 Jesson[ 2,3]. ) 
定理 246 «Hilder 不 等 式 可 在 


VAMP < MMN 
(定理 203) 中 通过 取 | 
Kay) =f) (osz <i) flay) =f) (7 <=!) 
E 
而 得 出 
(参见 Jesson[ 3]. ) 


定理 247 车 (ij4$(x,t) 关 于 zx 为 正 且 连 续 ， 并 且 是 凸 的 (xi <n, t>0) ;Gip(t) >0; A 
分 


Kx) = f EROI 
对 于 zx=xi 及 x=x 为 有 限 , 则 x) MF x, <x <x, 连续 且 为 凸 的 . 
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[7(xz) 有 界 且 凸 的 这 一 结论 由 中 的 凸 性 立刻 可 以 得 出 ; 它 的 连续 性 可 从 定理 111 得 出 . ] 
定理 248 ” 若 对 于 正 的 xz) 与 由 (x) 为 正 , 由 (xz) 为 凸 的 , 且 
= £ 
ns) = oE] 
对 于 x=xl Rx =x, HAR, M(x) MF x, <x <e 连续 且 为 凸 的 . 
[由 定理 119 xb(1/x) 与 
. _ t) 
fre) ol] 
为 凸 的 , 故 可 运用 定理 247. 更 一 般 的 结果 可 以 从 定理 120 得 出 . ] 
定理 249 akit 
| [ge(z)]dr < fbL/(x) Ide 
OTE (ij ESE Ch RR 四 都 成 立 ,其 充分 必要 条 件 是 对 于 所 有 的 7 了 ,有 


| e(z)dz = f(x) dz 
及 


fileta) -7]* dx < PUE) -y)* de. 
[这 里 , 亦 如 在 6, 1 节 中 ,a? 表示 max(0,a). | 
定理 250 着 /与 8g 为 单调 递增 函数 , 则 一 个 等 价 的 条 件 是 


fed <= | fl=)ds 
对 asé<bh 都 成 立 ， 
(对 于 上 述 的 两 个 定理 ,它们 包含 定理 108 中 一 些 部 分 的 积分 的 类 似 情 形 , 可 参见 Hardy ,Lit- 
Uewood ,and Pólya[ 2]. ) 
定理 251 Slo (00)…(t) 在 (0,1) 中 为 实 的 且 可 积 , 则 下 面 两 个 结论 必 有 一 个 成 
立 :(i) 存 在 一 个 函数 *(+) ,使 得 


DAC) > 0.…, 人 ADx(oDd > 0; 


(存在 不 全 为 0 的 非 负数 yi ,yz… ,7 ,使 得 
y(t) tyh) +o + f(t) =O 
定理 252 着用 (0) (4)…Jm(t) 在 (0,1) 中 为 实 且 连续 , 则 下 面 两 个 结论 必 有 一 个 成 立 : 
(i) 存 在 实数 x, ,x ,… ,x， ,使 得 
KS, Ct) +t x ft) + + x f(t) 
(0.1) PRAM + ASE SH PHATE MF E— TIER ER BM y(1) ,使 得 


RAO = 0, o, f falde = 0. 


(定理 251 和 定理 252 是 Siemke[ 1] 关 于 线性 不 等 式 组 的 某 一 重要 定理 的 积分 类 似 情形 , 设 
ay (A = 1,2, lip = 2) 
为 【 行 m 列 的 矩形 阵列 ,又 设 
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L(x) = ayy, tay, to + ayy 
M(x) = apyl + agyz 十 … + Oye 
考虑 两 个 问题 : 
(1) 寻 求 一 实数 集 (x) ,使 得 
L(x) >0, B(x) >0, =, L(x) > 0; 
(让 寻求 一 非 负 且 非 零 的 集 (y) ,使 得 
Mi(y) =0, M2(y) =0,--,M,,(y) = 0. 
因 
SyL(x) = ExM(y), 
故 这 两 个 问题 不 可 能 同时 对 于 同一 集 (a) 可 解 ,而 Stiemke 定理 则 谓 , 不 管 什么 样 的 集 (a) ,总 有 
一 个 可 解 ， 
定理 251 与 定理 252 道 出 了 Stiemke 定理 的 类 似 情形 ,于 其 中 ,m 列 或 1 行 乃 代 之 以 连续 无 限 
的 列 或 行 . 这 些 定理 以 及 其 他 与 线性 不 等 式 组 的 理论 有 关 的 定理 ,我 们 之 所 以 把 它们 排除 在 计划 之 
外 ,只 是 由 于 要 为 它们 在 代数 和 几何 方面 作 一 些 准 备 . 这 些 知 识 可 在 Haar[ 1] 和 Dines[ 1 | FIRB. ) 
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7.1 一 些 一 般 性 的 说 阴 


“ 变 分 法 中 最 简单 的 问题 " 乃 是 对 于 所 有 满足 

(1)yo =y(%) ,yi =y( 4, BARE, 

(2) y' 为 连续 
这 两 个 条 件 的 y = (x) ,去 确定 

Jy) = ['F(x,y,y') dex 
的 一 个 极 大 值 或 极 小 值 . 设 将 满足 上 述 条 件 的 函数 做 成 的 类 记 作 MN. 于 是 我 们 的 
目的 即 是 寻求 只 中 的 一 个 函数 y = V(x) ,使 得 对 于 MP HARE YH y, BA 
1(7) < F(z,Y,Y')dx = J(Y) 


成 立 ,要 么 J(y) >JD) 成 立 , 一 般 的 理论 告诉 我 们 , 若 存 在 这 样 的 一 个 函数 岂 则 
E UW E“ Euler 方程 


aF _ d 3 
a ay "del ay") 
考虑 一 些 简单 的 例子 

(i) ® 1(y) = | ydx， 


yo =0,y, =1, 则 (E) 是 Y=0, 而 满足 此 条 件 的 唯一 解答 是 y =x. 容易 证 明 , 了 =x KH 
际 上 给 出 J(y) 的 一 个 极 小 . FA CY) =1, 且 由 定理 181， 


i= (raz) fde fy d = J(y), 


除非 y' 三 1,y =x, 故 对 所 有 寞 于 了 的 7y,J >1. 
事实 上 ,我们 所 证 明 的 比 问题 所 要 求 的 要 多 ,因为 只 要 y 是 一 个 积分 则 我 们 的 证 
明 就 有 效 ,但 最 后 这 一 假设 ( 即 y 是 一 积分 ) 是 必 不 可 少 的 ,因为 存在 明 数 y, 使 得 
y(0) =0, y(1) =1, y #0, J(y) = 0. (7.1.1) 
欲 使 y 为 一 积分 PB, EHTE — ARRAS) ,满足 关系 


y(x) = [flu) du, 
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其 充分 必要 条 件 是 y(x) A ARER. Sa) 必要 是 有 界 变 差 (但 并 不 充分 ). 特别 
地 ,y(x) 为 单调 是 不 够 的 ,存在 单调 递增 明 数 y 满足 (7. 1.1). 

E y 是 f 的 积分 , 则 y'=f, 一 积分 是 它 导 数 的 积分 . 所 有 这 些 在 实 变量 晒 数 论 
的 图 书 中 都 有 详细 说 明 . 本 章 中 所 需要 的 主要 定理 力 是 在 6.3 节 (a) 中 所 说 明 的 
部 分 积分 定理 . 

这 些 说 明 引 导出 下 面 的 约定 . 本 章 都 假定 ,只 要 y 和 YY' 同 在 某 一 段 闹 述 或 某 一 
个 证 明 中 出 现 ,y 就 是 一 个 积分 (因而 是 Y 的 积分 ). 关于 y 和 y"( 夺 7 在 问题 中 出 
现 ) 也 作 同 样 的 假设 . 这 项 假设 当然 也 适用 于 异 于 y 的 字母 . 没有 这 一 假设 ,本 章 中 
的 所 有 问题 都 会 失 其 意义 . 

(ii) 

J(y) = La +y” )dx, 


yo =y; =0. 满足 这 些 条件 的 (E) 的 唯一 解 是 y=0. 若 了 =0, 则 几 Z =0, 但 了 并 没 
有 给 出 J(y) 的 一 个 极 大 或 极 小 . 事实 上 ,容易 构造 R 中 的 某 一 y, 使 得 Cy) 随 我 
们 的 需要 为 正 或 为 负 , 而 且 要 多 大 就 多 大 . Ain, Æ Sa) EEEO) =f(1) = 


0 和 
hf "dx >0 
的 函数 ,y = Cx) , 则 当 C 很 大 时 J(y) 也 很 大 , 且 与 C 同 号 . 
(ii) 设 | 
I(y) = [xy de, 


% =0,y, = 1. 这 里 的 J(y) 对 R 中 所 有 的 y 都 为 正 . 但 由 y =x" BIA J =m, Pt 


E R PEELE y 使 得 J(y) 要 多 小 就 多 小 . 对 于 异 中 的 y,JGy) 具 有 一 个 达 不 到 的 下 
界 0. 对 于 比 朱 更 广 的 一 些 y 的 类 (比如 说 由 积分 所 成 的 类 ) ,同样 的 事实 也 成 立 . 
另 一 方面 ,J(y) 对 于 上 面 (iD) 中 所 述 的 函数 达到 它 的 界 0, 对 于 当 x =0 时 为 0,z >0 
时 为 1 这 一 不 连续 函数 也 达到 它 的 界 0. 


7.2 ”本章 的 目的 


人 们 可 能 希望 变 分 法 能 够 在 积分 不 等 式 的 证 明 方面 大 显 身 手 ,但 是 却 难 找 到 
它 运用 于 在 一 般 分 析 中 具有 重要 意义 的 不 等 式 的 例子 . 这 可 以 从 两 个 原因 来 解释 . 


四 “可 参见 (例如 )de la Vallée Poussin[ 2] ,Hobson[ 1 ] ,Titehmarsh[ 1]. 
© ”这 个 以 及 下 一 个 例子 属于 Weierstrass, EA Ric) BIN. 
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第 一 ,人 们 普遍 认为 变 分 法 与 可 达到 的 极 大 或 极 小 有 关 , 而 许多 最 重要 的 积分 不 等 
式 曾 明 的 都 是 不 可 达到 的 上 确 界 或 下 确 界 . 第 二 ,古典 理论 的 “连续 性 "假设 是 非 
常 限制 人 的 . 要 把 一 个 利用 变 分 法 对 某 一 特殊 函数 类 所 证 明 的 不 等 式 ,推广 到 需要 
该 不 等 式 的 最 一 般 的 函数 类 上 去 ,常常 相当 麻烦 , 倒 不 如 去 构造 该 完整 结果 的 一 个 
直接 证 明 . 由 于 这 些 原 因 , 变 分 法 在 分 析 的 这 一 章 中 几乎 已 被 忽略 卸 . 

然而 变 分 法 的 思想 毅 常 是 非常 有 用 的 ,这 里 就 把 它们 运用 于 一 些 特殊 的 不 等 
式 . 正如 在 上 述 的 例 (i) 或 下 面 的 定理 254 和 定理 256 中 那样 , 当 由 不 等 式 所 论断 的 
界 可 达到 时 ,而 且 是 由 一 个 极 值 ( 这 是 一 个 画 数 ) 达 到 时 ,也 就 是 说 ,由 Euler 方程 
的 一 个 解 达到 时 ,这 些 思 想 显然 是 切合 用 处 的 ,所 得 的 结果 可 能 是 一 个 利用 别 的 方 
法 很 难得 到 的 结果 . 然而 我 们 将 发 现 ,即使 界 不 能 达到 ,而 且 最 终 的 结果 不 可 能 用 
变 分 法 来 获得 时 ,这些 思想 有 时 仍然 有 效 . 

我 们 的 论证 不 需要 这 一 理论 的 任何 详细 知识 ,除了 在 7. 8 节 中 之 外 ,我 们 只 需 
要 知道 它 的 一 些 最 简单 的 形式 上 的 思想 


7.3 ”对 应 于 不 可 达到 的 极 值 的 不 等 式 的 例子 


作为 运用 变 分 法 的 第 一 个 例子 ,我 们 选择 某 一 定理 的 一 种 特殊 情形 ,该 定理 先 
是 以 一 种 完全 不 同 的 方式 来 证 明 的 ,而 且 将 在 9. 8 节 中 返回 来 讨论 . 
定理 253 #y'RTL'(0,0) ,yo =0,y 不 常 为 0, 则 


J(y) = f(a” — Yi) ae > 0. 
x 
对 于 现在 的 目的 来 说 ,我 们 必须 考虑 更 一 般 的 积分 
Jy) = f(a” - 五 dz (uw 24). (7.3.1) 
Euler 方程 是 


当 上 >4 时 , 它 的 解 是 


oe eee 2 _!i ji _ 
ma atyq A+ =a - sq S 


E u =4, NU y = 27 (A+ Bln x). 不 管 是 在 哪 种 情形 下 ,都 不 存在 一 个 ( 异 于 y =0 


其 中 


D Euler 方程 和 Hilbert 不 变 积 分 . 我 们 的 一 切 假定 都 不 难 在 Blias[1] 或 Bolza[ 1 ] 中 找到 . 
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的 ) 解 ,使 得 ”属于 万 . 
因此 ,在 试图 利用 变 分 思想 之 前 ,需要 将 问题 加 以 修改 . 我 们 来 考虑 
J(y) = hlar” 一 Jae, 
EBA y =0.7, =1, u >4. 此 时 有 一 个 3 满足 所 有 条 件 的 极 值 , 即 


y = 了 = x" = xt", (7.3.2) 
其 中 
m 1 1 
@= [—--—, p= : (7.3.3) 
4 H toa 
经 简单 计算 , 即 得 
J(Y) = (eon (7.3.4) 
这 就 启发 我 们 想到 下 列 的 定理 ， 
定理 2542 #y>4,y(0) =0,y(1) =1,y' 属 于 万 , 则 
= t2 M 2 
J(y) = play 7z dx > ET (7.3.5) 


其 中 a 由 (7.3.3) 定 义 ,使 得 等 号 成 立 的 唯一 情形 就 是 由 (7.3.2) 所 定义 的 情形 . 


7.4 定理 2S4 的 第 一 个 证 明 


我 们 给 出 定理 254 的 两 个 证 明 . 前 一 个 证 明 不 需要 懂得 变 分 法 ,虽然 所 使 用 的 
变换 是 根据 我 们 对 于 极 值 了 的 形式 的 了 解 而 想到 的 . 
若 
yout +n = V 4a, (7.4.1) 
则 
Jy) =J(Y)+J(n) +K(Y,n), (7.4.2) 
其 中 


_ i Yn 
K(Y,n) = 2f (pY'n’ — 2) dx. 
YRF 2 n EAF E OREN x, =o (a? ) ;3 于 是 有 
D 极 值 y =Az 立 +。 +(1 -AXT II FEAT A 都 有 yo =0,y, =1 E y RAF HJ) RR, RAE A = 1. 


O ”关于 该 定理 以 及 本 章 中 后 面 的 一 些 定理 ,可 人 参见 Hardy and Littlewood[ 10]. 
@ ”定理 222. 
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ein 
因此 ,由 (7. 4.2) 即 得 


J(y) = 2st); (7.4.3) 
故 只 须 证 明 
J(n) >0 
即 可 . ÆRE, BF OL’ ,7 不 为 0, 但 在 区 间 的 端点 为 0. 
令 
n = 了， 
则 得 


Js Cn) = filum” -下 jiz = ph Og! + roan - [Ede 


三 nh Ydx + I, (uy = EF)ear + 2y . YY'¢¢'dx. (7.4.4) 
但 
2u | dx = -p (YY'C ); -pl (Y° + YY") da. (7.4.5) 
结合 (7.4.4 ) 和 (7.4.5 ) ,并 注意 了 是 
bY + =0 
的 一 个 解 , 则 得 
h(n) =- WOVE), +f. We") de. (7.4.6) 
但 当 x 一 0 时 ， 
we = (F ta) = (+) 
因此 , 当 我 们 在 (7. 4. 6 ) 中 令 5 一 0 时 , 即 得 
J(n) = wf (Y' ) de. (7:4: 7) 


BRS RRRA OO, IREN Z =0 时 , 它 常 为 正 . 
这 就 证 明 — 条 件 >4 用 于 使 得 LD. 我 们 已 把 定理 化 归 为 依赖 
于 恒等式 (7.4.7 ). 


l 
= +a > +a 


Yr =n- 
故 由 (7.4.7) 和 (7.4.3) BIG 
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1 2 
J(y) = hler” - Yds 一 一 二 afl, a, dx; (7.4.8) 


这 里 Y 已 经 消失 . A 7.4.8) 的 两 边关 于 人/ 为 连续 , 故 现在 可 将 j=4,a =0 这 一 
情形 包括 进去 . 该 恒等式 当 它 的 形状 已 经 看 出 之 后 ,可 以 直接 用 部 分 积分 来 证 明 
(尽管 在 下 限 的 收敛 问题 方面 还 多 少 要 加 以 注意 ). 
现在 已 经 可 以 来 证 明定 理 253. Hic 
x = X/E, cy(x) = Y(X), 
然后 重新 再 以 x,y AR X,Y, MUGS 


3 2 l 3 
J, (wy? -5) = sally i zte jë (7.4.9) 
其 中 y(0) =0,y(E) =c. 若 7 属于 己 (0,m ) , 则 对 于 大 的 &,c =0 (E67) 因而 当 E 
-*o 时 ,右边 第 一 项 趋 于 0. 令 E00 ,并 设 凡 =4, 则 得 
f (o -Bh = aff (7-2) a 


这 一 使 得 定理 253 成 为 直观 可 见 的 公式 , 当 y' 属 于 4 时 都 有 效 ,而 且 当 然 可 以 直 
接 来 证 明 ?. 


7.5 定理 254 的 第 二 个 证 明 


在 第 二 个 证 明 中 ,我 们 要 把 作为 前 一 个 证 明基 础 的 变 分 理论 表面 化 . 
设 7=Y(x) 或 己 是 过 端点 Po AP, HRA, VB 
y = y(x,a) (7.5.1) 

或 E (a ) EKES EASSHe 有 关 的 极 值 . 其 次 ,更 假设 ,或 有 

(JE (a ) 盖 住 了 一 个 包含 的 区 域 ,使 得 过 域内 每 一 点 恰 有 一 极 值 通过 , 且 a 
是 x 与 y HAAR: RA 

(5 (a) 中 的 每 一 条 曲线 都 通过 P ,使 得 y(xo,a ) 与 无关, 但 条 件 (i) 在 所 
有 其 他 方面 则 都 满足 . 当 这 些 条 件 成 立时 & , 则 称 (7.5. 1 ) 定义 了 一 个 包含 的 极 
值 场 . 

过 场 内 一 点 己 的 极 值 的 斜率 

| y (x,a) 


D HH 223. 
@ Grndjot [I] AKTAR Mw THB DA AMM A. 
D 还 须 加 上 一 些 有 关 a ( x,y ) 的 可 微分 性 的 条 件 , 它 在 这 里 没有 重复 必要 . 参见 Bolzs[ 1 ,pp. 95 - 105). 
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可 以 表 成 x 与 y 的 单 值 函数 
p = p(x,y). 
Hilbert 的 "不 变 积 分 "是 
J' (C) = f (F - pF, ) dx + F dy]. 


Usb FMF, EF (x,y,y DAF, (x,y,yY' ) 当 Y' 代 以 p 时 所 取 的 值 ,而 此 积分 则 是 
沿 任何 一 条 被 此 场所 盖 住 的 区 域内 的 曲线 C 而 取 的 . 

Hilbert 积分 的 基本 性 质 如 下 . 

QI (C)RSCHHAORAXK RAZ, 

(F - pF, )dx + F dy = dW 
为 全 微分 , 且 
J (C) = Wy - Wo. 
(ii) 4 C 就 是 极 值 5, 则 
J' (E) = [Fdx = J(E) ( 设 ) 


由 此 可 知 ,车 C 从 Po 路 到 P, , 则 
J(C) -J(E) =J(C)-J'(E) =J(C)-J°(C) 


= |F (x,y,y’) dx - |[ (F(x,y,p) — pF, (x,y,p) )dx + F, (x,y,p )dy] 


= JE ypy ) dx, 
其 中 
E(x.y,p.y') =F(zyy ) -F(x,yp) - (y -PP)F (x,y,p). 
在 这 里 ,y' 是 C 在 任意 一 点 的 斜率 ,p 是 极 值 过 该 点 的 斜率 ,名 则 是 Weierstrass 的 
“过 量 函 数 ”, E y Ap 时 总 有 专 >0, 则 
J(E) <J(C), 
因而 5 即 给 出 J 的 一 个 真正 的 极 小 . 
在 当前 情形 下 , 取 


作为 E(a) , 则 得 
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其 中 


在 这 里 ， 
€ = py” - pp’ iS (y' — p)2up = p(y’ -p)? >0. 
除非 y =p. 恒等式 
J(C) -J(E) = [eds 
即 化 为 
r2 2 = 1 | ay 
hle” -Se -ria = holy’ - (a +0) ] t 

此 即 (7.4.8). 

这 一 论证 说 明了 (7.4.8 ) 的 由 来 ,但 并 没有 证 明 它 ,这 有 两 个 原因 . 其 一 ,天 在 
x =0 有 一 奇 点 ,因而 场 论 不 适用 . 其 二 ,该 理论 预先 假设 了 7 连续 . 

为 了 克服 前 一 个 困难 ,可 以 将 P。 M P 分 别 取 成 (8,87 °° ) 和 (1,1 ). 由 我 们 
的 理论 即 得 恒等式 

r? i = 2 (1 - ô“ ) p l 
hlt -SE)a = >a hlr - (a + a) Z| oes 

于 是 ,对 于 连续 的 y', 可 令 6 趋 于 0 而 得 (7.4.8 ). 

当 (7.4. 8 ) 既 经 对 于 连续 的 YY 证 明之 后 ,由 标准 的 通 近 手法 , 即 可 将 它 推 广 
A L 中 一 般 的 yY 上 去 .7.6 节 将 在 另 一 个 问题 里 处 理 这 一 点 ,在 那里 ,我 们 还 没有 
别 的 初等 的 证 明 . 

PARES IHESA 

rh 1 
h(a ~ rae = (k-1)(1-A) 
silo ~ (22) av) os) 

这 里 ， 


k ) =K, 


y(0) =0, y) =1, y >0,k>1, A > (二 


O 由 场 论 可 得 出 此 恒等式 的 形式 ,这 些 恒等式 又 可 独立 地 验证 . 在 一 个 变 分 的 证 明 中 对 曲线 要 求 7” > 
0 的 限制 将 带 来 另外 的 一 点 复杂 性 , 
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而 A 则 是 
(kk-l)A (A-1)+1=0 (7.5.3) 
的 (唯一 的 ) 根 , 它 位 于 六 与 1 之 同 . 当 (7.5.2 ) 的 形式 既 经 确定 之 后 ,可 令 
w= K, 


其 中 人 = Trt! =1. 于 是 ,我 们 有 


和 
用 部 分 积分 直接 可 以 证 明 , 上 式 当 "属于 上 时 成 立 ; 此 外 ,可 按照 7.4 节 中 证 明 : 
此 恒等式 当 上 上限 1 代 之 以 om ,同时 将 k (Ck - 1) 这 一 项 省 去 之 后 仍然 成 立 . 因为 由 
定理 41 可 知 , 对 所 有 正 的 a,b， 

a -b >k(a—-b)b" 

都 成 立 . 于 是 ,我们 就 得 到 了 一 个 定理 (定理 327 ) 的 证 明 . 该 定理 将 在 9. 8 节 中 明 
白地 陈述 出 来 ,而 且 是 以 一 种 完全 不 同 的 方法 证 明 的 . 

顺便 我 们 还 得 到 了 


定理 255 若 k>1, p> (i) =K,y(0) =0,y(1) =1,y' FL 


k 
J = hilar” - 5)d > TERETE -A)’ 


其 中 入 是 (7.5.3) 在 1/k' 与 1 之 间 的 根 . 


7.6 用 来 阐明 变 分 法 的 其 他 例子 


很 难 确切 地 把 ”初等 的 和 " 变 分 的 "证 明 区 分 开 来 ,因为 存在 着 许多 中 间 类 型 
的 证 明 . 我 们 现在 选取 几 个 这 样 的 证 明 ,并 在 本 节 和 以 下 各 节 中 或 详 或 略 地 把 它们 
写 出 来 . 

(I) 定理 256 #y(0)=0,2k AR— ERK, N 


rds < Chy'*dx, (7.6.1) 
其 中 
C = oF (sin z). (7.6.2) 
FSR KHER A. 


(i) 先 假定 y (1 ) #0. 此 时 ,可 取 y (1) =1, 并 来 考虑 
1(y) = f CCy'™ - y” ) de. 
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Euler 方程 是 
(2k -1)Cy y+y =0, 
由 此 即 得 
(2k -1)Cy* = C -7*, 
其 中 C "是 一 积分 常数 . 


存在 一 个 极 值 , 它 过 (0,0 ) 和 (1,1 ) 并 与 x=1 交 成 直角 . SRE ARC = 
1, 则 y' 当 y=1 时 为 0. 又 


x 二 _ L/2k i 
又 因 


las a Wak = apf, hw) udu = Frese J 
teil ain oo (0,0) 和 (1,1). 若 将 此 极 值 记 作 了 , 则 
J(Y) = [cyy*"}'- | YL (2k -1) cy? y" + Y*'Jdx = 0， 


因为 Y (1) =0. 
要 证 明 该 定理 ,我 们 必须 指出 y = 了 给 出 了 一 个 强 的 极 小 ,可 以 从 一 般 的 理论 


容易 得 出 这 一 点 . 极 值 是 一 条 拱 的 曲线 ,其 一 般 形式 有 如 曲线 y = sin yar, k = 


-1 时 也 就 化 为 此 曲线 . 曲线 y = oY 也 是 一 极 值 , 族 y =aY 定义 了 一 个 依 7.5 节 的 
意义 而 言 的 场 ,过 量 函 数 
区 =y —p™ -2k(y -p)p 
为 正 . 因此 ,关于 一 极 小 的 标准 条 件 已 经 满足 . 这 一 证 明 真正 是 “ 变 分 的 ” ,而 且 (鉴于 
要 明白 地 算出 斜率 函数 p 所 带 来 的 麻烦 ) 要 寻求 一 个 更 初等 的 证 明 也 许 很 困难 
但 在 证 明 中 有 一 点 需要 加 以 说 明 .“ 一 般 理论 ”假定 Y 是 连续 的 ,而 如 何 推广 
它 的 结论 (特别 是 关于 解 的 唯一 性 方面 ) 到 这 里 所 考虑 的 更 一 般 的 y; 则 可 能 是 不 
明显 的 . 
现 用 PER L” 中 的 函数 的 积分 y 所 成 的 类 ,1 RRERBRARS Hee 
类 . 一 般 理 论 指 出 ,对 于 一 异 于 了 的 y”， | 
J(y*) >J(Y), (7.6.3) 
而 我 们 则 要 求 对 于 户 中 的 任何 y 都 有 同样 的 结果 . 可 以 用 一 系列 表 数 y* ik 产 
中 一 异 于 了 的 y, 使 得 
J(y) = limJ(7y”) ， 
但 这 时 从 (7. 6.3 ) 所 能 得 出 的 不 过 是 
J(y) > J(Y), 
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在 取 极 限 的 过 程 中 ,严格 的 不 等 式 失效 . 

若 男 外 考察 这 一 问题 ,这 项 困难 即 告 消失 . 一 般 理论 不 仅 证 明了 不 等 式 
(7. 6.3 ) ,而 且 也 证 明了 恒等式 

J(y")-J(Y) = fe (y* )dz, 
Hep EC (y° ES y 和 场 yY=aY AUN eR HAE 4H y iy R 
们 即将 此 恒等式 代 之 以 
Jy) -J(Y) = [E(y) de, 

Tok B15) AE. BRAE y = Y. 

ii) y (1) =0 的 情形 也 可 类 似 地 讨论 ,因此 时 y =0 是 一 满足 条 件 的 极 值 ,而 且 
包含 在 (i) 中 所 用 的 场 y = ay 中 . 

车 我 们 关于 y (1 ) 的 值 不 作假 定 ,这 一 证 明 可 以 另外 安排 . 该 问题 于 是 就 是 一 
个 具有 “变动 端点 ”的 问题 ,任务 是 要 对 于 过 原点 与 直线 x =1 相交 的 直线 确定 极 
小 的 J Cy). 诸 极 值 横 截 过 ”( 在 这 一 情形 中 则 是 直 交 于 ) 此 直线 , 且 所 有 的 曲线 
y =aY 都 满足 此 条 件 . 一 般 的 理论 指出 所 有 这 些 极 值 都 给 出 同一 的 J(y ) 值 ,而 这 
一 值 必 为 0, 因 当 a =0 时 它 为 0.9 


7.7 进一步 的 例子 :Wirtinger 不 等 式 

M 我 们 更 详细 地 考虑 (TD) 中 大 = 1 的 情形 . 若 y (0 ) =0, 且 7y 不 是 sin x 的 某 一 

倍数 , 则 将 上 下 限 改 变 ,结果 即 为 
[Tyd < [Trda (7.7.1) 
一 般 理 论 启发 我 们 ,存在 形 如 
a (y” -7 )dz = Fir - yý (x) ]*dx 
或 
[TLC +y) -2'y]dr =0 


的 恒等式 . 着 
y (1 +’ )dx - 2ypdy 
是 一 完全 微分 由, 且 :在 上 下 限 为 0, 则 上 述 结论 显然 成 立 . 而 要 这 样 , 则 要 求 
-J =1+y, p=-tan(x+hk), 


D 这 些 论述 应 归功 于 Bliss 教授 . 
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此 时 ,z= -yy Zk =a =cotx, Mz 4x = 时 为 0. RA y RL , 因 


ii? y = o (x? ) ,z 4a =O 时 亦 为 0. 于 是 即 得 
[™ Cy? — 97 de = [™ Cy" -yeotz)?dx， (7.7.2) 
这 使 (7.7. 1 +) 变 得 显而易见 . 
将 (7. 7.2 ) 稍 加 修改 , 则 得 
定理 257 Hy(0) =¥( 7) =0,8yRFL’ 
jd < LT i, 
除非 
y = Csin x. 
因为 对 于 小 的 x,y =o (x? ) ;对 于 千 近 的 x,y=ol (r-a) Ë], ik cots 在 上 
下 限 都 为 0. 因此 ， 
ey - 97 Vee = |" (y' - y cot x) *de. (7.7.3) 
将 (7.7. 2 ) 作 另外 的 修改 , 则 可 得 出 一 个 更 有 趣 的 属于 Wirtinger HERS. 
定理 2S8 若 y 具有 周期 2n,y' 属 于 上 ,和 且 
fax = 0， (7.7.4) 
则 
| Yds < fyd, 
除非 
y = Acos x + Bsin x. 
还 不 能 立刻 写 下 一 个 与 (7.7.2 ) 或 (7.7.3 ) 相似 但 以 0,27 为 上 下 限 的 恒等式 ， 


因为 ycot x 通常 在 积分 范围 内 总 有 无 限 值 . 但 可 以 如 下 来 论证 
PK 


z(x) =y(x+m)-y(x) 
对 于 变量 x 和 x+Tm 具有 相反 的 符号 ,因而 在 (0,m) 中 至 少 有 一 次 为 0. 假设 z( a) = 


定理 222. 
定理 222. 
参见 Blaschke[ 1,p. 105). 最 直接 的 证 明 是 把 Pameval 定理 运用 于 Fourier BFA 


y~ dy + E ( acos ne +b,sin ne ) , y’~ E (nb,cos nx -nasin nz) (ao=0). 
@ 下 述 的 证 明 是 由 Hans Lewy 博士 告知 我 们 的 . 


@es 
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0 ,其 中 0 三 a<T, 并 记 y(a) =a. Ay RFL’.(y-a ) “cot(x -—a) x=a 和 x =a 
+T 时 ?为 0, 且 
| 网 - (y-a)? -[y' - (y -a)cot (x -a@) ]*} dx 
= | (y -a)*cot (x -a) ]3" =0. 
因此 ,利用 (7.7.4 ) , 则 得 
Po” - y )dx = 2ma + [Ly - (y —a)cot(x - a) |*dx 
上 式 为 正 ,除非 a=0 且 


y = ycot(x -a),y = Csin (x-a). 
定理 258 之 所 以 特别 值得 注意 ,是 因为 圆 的 古典 的 等 周 性 质 的 证 明 可 以 以 之 为 根 
据 . 现 来 考虑 一 条 简单 闭 曲 线 C, 其 面积 为 4, 周 长 为 上 ,并 取 
“as 
中 一 “一 一 一 


作为 参数 ,其 中 : 是 曲线 的 弧 长 ,因而 
x=x(o), y=rlbd) (OS 6 27). 
为 简单 起 见 ,可 设 > 和 7" 连续 . 对 于 更 一 般 的 x,y, 证 明 仍然 有 效 , 不 失 一 般 
性 ,也 可 以 假定 曲线 周边 的 重心 在 x 轴 上 ,因而 


f "ydo = 0. 


(i) * 2) =[(¥) + Di 
a A = fo (S) + ($2) Jao + 2p Ss 
= (SR +2) 46 +f. [(B) ihe 
> FIE) -læ >0 


最 后 一 个 不 等 式 用 到 了 定理 258. 等 号 仅 当 
y = Acos $ + B sind, 


于 是 ,我 们 有 


因而 
x = - [yd =-Asingd + Bcosġ +C 


D 正如 在 7.4 节 中 以 及 上 面 一 样 ,运用 定理 222. 
D 或 2/0 y 续 d9, 这 要 按照 当 我 们 沿 给 定 的 方向 经 过 井 线 时 ,: 的 变化 的 方向 而 定 
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时 成 立 ,此 时 曲线 为 一 圆 


7.8 包含 二 阶 导 数 的 一 个 例子 


W 众所周知 3, 车 f 对 x 宇 0 具有 二 阶 导数 ,po me ee EVIL, IIBER, 

则 
ji < lot 
这 启发 我 们 ,在 积分 
h = f flde, I= [lip ide, J = lf "hd 

之 间 可 能 有 某 种 对 应 关系 ,其 中 p 宇 1. 下 面 的 定理 对 p =2 这 一 情形 解决 了 这 一 问题 

定理 259 #y My ATL (0,0 )?, R] 

(yde) < 4 ras ye 
除非 Y=AY (Bx) ,其 中 
了 = asin Gain Y - y) (> = =), 

此 时 等 号 成 立 . 

HABA“ IR Jo = 人 dz fe J, = fy d 为 已 知 , 求 几 = [y d 的 极 大 "所 
定义 的 变 分 法 中 的 “等 周 " 向 题 ,我们 就 要 对 

| (y? -Ar ~ py” )dx 
构造 Euler FH. 它 是 形 如 
ay + by” +cy =0 

的 一 个 线性 方程 ,其 解 为 实 指数 或 复 指数 的 线性 结合 . 当 试 图 以 最 有 利 的 方法 去 选 


取 参 数 时 ,我 们 就 需要 考虑 函数 Y. 


利用 一 般 理论 顺 着 这 些 路 线 去 完成 证 明 ,看 起 来 似乎 有 困难 . 我 们 将 从 下 述 的 
较为 简单 的 理论 导出 定理 259. 
定理 260 在 定理 259 的 假定 之 下 ， 


J (7y ) = 上 (y -y* +y” )dx >0， 


O 该 证 明 在 原则 上 即 Hurwitz[2] 的 证 明 ,但 区 别 在 于 我 们 没有 使 用 Fourier 级 数论 ,并且 我 们 非 对 称 地 
对 待 x 45 y. 

@ Landau[2,3 |]. 

T 依照 7.1 节 之 约定 ,7 是 交 的 积分 ,7 是 y' 的 积分 ， 
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除非 Y=AY, 此 时 等 号 成 立 . 

我 们 对 该 定理 给 出 几 个 证 明 ,用 来 前 明 各 种 方法 之 间 的 差异 . 前 两 个 本 身 是 初 
等 的 ;第 三 个 我 们 只 给 出 一 个 大 纲 , 它 把 其 他 两 者 背后 的 变 分 理论 变 得 明朗 。 

先 作 一 点 必要 的 说 明 , 即 儿 是 有 限 的 . 

要 证 明 这 一 点 ,我 们 有 


jd = [yy'la ~ rd (7.8.1) 
因 Jo A Jy 有限 ,后 一 积分 当 X 一 % 时 趋 于 一 有 限 极 限 2. 车 J, 无 限 , 则 7y' ,以 及 
7 = 2fyy'de, 


必 趋 于 无 穷 . 但 由 于 J, 收敛 ,这 是 不 可 能 的 , 因此 ,Jj 为 有 限 , 且 (7.8.1 ) 中 所 有 的 
三 项 趋 于 极限 . 特别 地 ,yy 赵 于 一 眼 ,此 限 只 能 为 0( 仍 是 由 于 几 的 收 敏 性 ). 
(1) 我 们 的 第 一 个 证 明 多 少 是 按照 7.4 节 中 的 路 线 来 进行 . 容易 证 明 
rr+ + =0, Y(0) +Y'(0) =0, Y(0) =0 
Al 
J(Y) = 0°. 
Hic 
y=z+cY, 
FAR c 使 得 >(0 ) =0, 于 是 z,z' 及 z 都 属于 已. 对 于 大 的 xz,z 和 z' 都 为 o (x7), 
H z2’—0. 
但 
Jy) = J(z) +2cK(Y,z) +cJ(7)， 
其 中 


K = f (Yz-Y¥'z' + Y's") dex 
se f (Y' +Y" )zdx — i (Y+Y¥" )atde — | Y'z'da 
= f (Y +Y’ +Y” )z'dr =0. 


因此 ,J(y) =J(z) , 故 只 须 证 明 J (2) >0, 64E z =0. E z (0) =0, B24 x0 
时 ,zz 一 0, 故 


fd = - f adx, 


© 由 定理 181. 
D 这 需要 一 点 计算 . 
© 由 定理 223. 
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因而 
J(z) = f (2? +22” +2” )dx > 0, 
除非 z=0. 此 即 证 明了 和 定理 260. 
(2) 可 以 设法 (依据 7.5 节 和 7.7 节 中 的 路 线 ) 把 定理 260 化 为 依赖 于 一 个 
恒等式 . 为 此 ,我 们 将 使 


[y = y? +y — (y" + by + oy’ )* dx (7.8.2) 
成 为 某 一 完全 微分 ;4 与 的 最 简单 的 取 法 是 中 = 几 =1, 此 时 (7.8.2) 化 为 
-d(y +y)”. 


于 是 ，， 

[lye -7° +9? - Cy ty +y)’ lde =-[ (y +y) ]o 
因 JosJ Ja BAAR, AER Xo 时 有 一 极限 2 又 yy' 一 0, 因 而 y +y” 趋 
于 某 一 极限 , 它 只 能 为 0. 由 此 即 得 


上 (yy +y” )dx=[y(0)+7Y (0) ]* + k (y+y' +y" ) dx, (7.8.3) 
它 为 正 ,除非 

y” 十 和 +y = 0 
H 


y (0) +y' (0) =0. 
由 这 两 个 条 件 即 得 y = AY. 
(3) 作 为 上 述 证 明基 础 的 变 分 理论 比 7.5 节 中 所 述 的 要 稍微 复杂 一 些 . 若 令 
a (7.8.4) 


J(y) = J(y,z) S (y? - y" +2" )dx, (7.8.5) 
并 设 
y(0) =1，z(0)=(:，y(o) =0，z(o) =0, (7.8.6) 
则 该 问题 即 为 某 一 “ Lagrange 问题 ”, 即 在 条 件 (7. 8.4 ) A (7. 8.6) FOR J(y,z) 9 
极 小 值 的 问题 


在 空间 (x,y,z) 中 场 的 极 值 是 由 | | 

ob dad om d ab 

yn alee) =o Sah) = 0 (7.8.7) 
D 积分 


fryd, [Py'y'de, ffyd 
由 定理 181 ARA. 
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给 出 ?, 其 中 | 
@=F-Aly'-z) =y -y +z -Aly'-z), 
A 是 x 的 函数 ,由 诸 方程 本 身 所 定义 . 在 当前 情形 , (7.8.7 ) 式 化 为 
2y + È (2y' +A) =0, = (2), (7.8.8) 


由 此 及 (7.8.4 ) , 即 得 


y" +y" +y =0., (7.8.9) 
(7.8.9 ) 的 最 一 般 的 解 中 ,使 y 和 z 在 无 穷 处 为 0 的 ,是 
y =ae™ +ae™, (7. 8.10) 
其 中 p = efr ,— Bilder SEHR. 
(7. 8. 10 ) 式 和 
z =- ape” -āpe”, (7.8.11) 
À = 2ae™ +2ae™, (7.8.12) 


定义 了 一 个 通过 (0 ,0,0 ) 的 双 参 数 极 值 “ 场 ” 域 的 “斜率 函数 "p,9 AI“ FER” A 
乃 是 通过 将 极 值 的 斜率 和 由 (7. 8. 8 ) 所 定义 的 入 用 x,y,z 表 出 所 得 到 的 函数 
BD(my zy qyz); Ales): 
经 直接 计算 ,可 得 
p=2, qg=-¥-2Z, (7.8.13) 
A = 2y. ® (7.8.14) 
推广 的 Hilbert 积分 是 


= | - p@, - qh, )dx + B,dy + @, dz. 


这 一 积分 具有 与 7. 5 节 中 的 积分 相对 应 的 性 质 . 它 与 端点 之 间 的 路 径 无 关 , 它 沿 一 
极 值 (曲线 ) 的 值 与 


J = [Fax 
的 值 相同 . 又 车 为 极 值 ,C 是 连接 的 端点 的 任何 别 的 曲线 , 则 有 
Jo-Je =Je-di = Je- Ji = [© ds, (7.8.15) 
其 中 © ALA HRM, ERE PE 


G = D(x,y,2,Y ,2 ,A) = (x,y,z, P q, À) 
- (y' -p)®, - (7 - q)®,. 


D 关于 一 般 理 论 的 论述 ,可 参见 Bliss[ 2). 
D p,q, A 先是 x 和 极 值 的 参数 a,a 的 函数 . 特别 地 ， 在 这 里 有 =~ ape -ape™ =z, 
z = ape +ap*e™ =-y-2z, A = 22" =-2a er -20p er = dy. 
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此 时 ,我 们 有 
区 =(y+z+2) -(y' -2z)’, (7. 8. 16 ) 
Je = (1 +g)’. 
FAG y =z 时 化 为 (y+y' +2)’ RNA 
or -7y +z°)dr = (1 42)’ + [Cy +y +2') dx, 
此 即 (7.8.3). 于 是 ,我 们 即 以 三 种 不 同 的 方法 证 明了 定理 260. 
我 们 已 经 假定 yY(0)zx0, 因 此 可 取 y (0) =1.y(0) =0 的 情形 可 以 同 法 讨论 全 
我 们 的 目的 只 是 要 阅 朋 一 种 方法 ,而 不 是 去 讨论 一 个 很 难 的 一 般 理 论 , 因 此 我 们 就 很 简略 地 
表达 我 们 的 论证 . 下 而 的 论述 可 能 有 助 于 了 解 这 种 方法 . 
(a) ”从 极 值 的 双 参 数组 构造 出 来 的 积分 J 不必 是 不 变 的 . 在 这 里 ,我 们 可 以 直接 证 明 J* 
的 不 变性 ,事实 上 ， 
J’ =~ [d(y +2)?, 
这 一 不 变性 保证 了 我 们 的 极 值 做 成 一 " 场 ",“ 理 由 "基于 下 面 的 事实 :它们 都 经 过 一 个 定点 ,而 且 
ya MA Bx ah BHO. 
(b) 在 这 种 情形 下 ,多 为 二 次 ， 


l j j ) 
E = FE -P Dp +2(z —p) -09u +(2 - 9)’ Hy], 
由 此 立 可 得 出 公式 (7.8.16). 


(c) 设 E 和 C 定义 如 上 ,Eo 是 x 的 正 轴 ,4L 是 连接 (0,1 ,0) 与 原点 的 任 一 曲线 , 则 
Je = Je -Jg = Je -Jg, = Jt + Se - Sine, =Ji +Je-dJe 


=Ji + fT Ede = (14g)? + [Cy sy’ +y) da 
此 即 (7. 8.3 ). 这 一 证 法 避 开 了 直接 去 计算 Je 若 不 这 样 ,我 们 可 作 如 下 论证 : 
Jc -Je = | Œ de, 
J=Jji =J} +J = (+g. 
要 想 从 定理 260 导出 定理 259, 可 以 将 上 面 的 定理 运用 于 y( 主 ) 以 代 y (2), 
于 是 即 得 
pJo-pJ, +d, = k (py -py +y? )dx >0. 


因 上 式 对 所 有 正 的 p 都 成 立 ,特别 当 p” = J2 时 成 立 , 故 知 Ji < hda BRAE 
y(x/B) =AY(x). 


T 比较 7.6 WW. 
D 对 于 这 点 ,Bliaa 教授 和 L. C. Young 先生 给 予 了 帮助 . 
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7.9 一 个 较 简单 的 定理 


值得 注意 的 是 ,对 于 区 间 ( - wm ,w ) ,相应 的 定理 更 为 初等 而 且 全 然 不 同 . 
定理 261 fy’ th FL? ( -0,0% ), 则 
(fr) < fref, 

除非 Y=0. (单位 ) 常 数 为 最 好 的 . 

事实 上 (正如 在 定理 260 的 证 明 中 那样 ) ,六 一 人 ,而且 

A= (P rra) = (= fra] ph 

要 证 明 常 数 是 最 好 的 , 当 |x*j|<nr 时 我 们 取 y =sin xz, 当 |xz|>nm 时 取 7=0, 并 把 在 zx= + 上 nm 处 
之 角 弄 圆 ,以 使 y AEE. 在 把 角 弄 圈 时 ,我 们 显然 可 以 做 得 使 三 个 积分 所 发 生 的 改变 当 nw 


时 为 有 界 , 于 是 每 个 积分 与 mm 的 差 有 界 , 因 而 当 n 充分 大 时 ,有 
Fi > (1-6) JoJe- 
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定理 262 Hy(0) =y(1) =0,B MF LR 


Rosy" ar ae zh 


除非 Y=cx (1 -x). 
[ 若 
= y 
I(y) of eE zy) 
RCE) A 


x(l-—x)y"+2y = 0. 
WE a 为 何 ,y=ax(1 -x) 都 是 一 满足 条 件 的 极 值 . 变动 ,我 们 可 以 定义 一 个 环绕 任何 给 定 的 极 
(ELA SD. 可 以 看 出 ,在 这 种 情形 下 ,J 人 ii =0, 


p= | — 2x G Hy l - 2x 5 
pre yy ) nd 


基础 的 恒等式 是 


ET 


D 这 个 场 在 性 质 上 与 7.5 节 中 所 述 的 稍 有 不 同 , 因 各 极 值 都 过 (0.0 ) 和 (1,0 ). 
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该 定理 应 与 定理 225 相 比较 . 关于 利用 Legendre 函数 作出 的 这 两 个 定理 的 证 明 ,以 及 更 完备 
的 细节 ,可 参见 Hardy and Littlewood[ 10]. ] 


定理 263 车 /= | ydr, K= | ydr, 则 


4JK > |y(0) 1%, 
除非 y =ae~™, 
定理 264 若 
(a) y(-1)=-1, x(1)=1, y (C-1) =y'(1) =0, 
k 为 正 整 数 , 则 
| 2k 4k -1\7*"! 
i rn 
除非 
Ja tria — PERE abt) 
否则 不 等 号 成 立 . 


[这 是 7. 8 节 中 的 理论 的 一 个 例子 , 比 正 文中 的 要 简单 ,在 现在 的 情形 ， 
E = 2'* ~q* -2k(2’ -9)9 | 

定理 265 若 y 满 足 (a), 且 对 ( -1,1) 中 的 每 一 个 x*, 具 有 二 阶 导数 ”, 则 对 某 些 *， 
ly" (x) | >2. | 

[这 一 容易 直接 证 明 的 定理 ,相当 于 定理 264 的 极限 情形 k= %. 定理 264 的 极 值 曲线 化 为 

y = 2x — x’ sgn x. 

对 于 这 一 曲线 ,有 y =2(1- |x|) , 且 除 x=0 之 外 ,y'= -2sgn x. 在 原点 无 二 阶 导数 . ] 

定理 266 车 y 属 于 ,zz'=y, 且 

y(0) =y(2m) =2(0) =z(27) =0, 


h -7 )dx = 出 区 F (xcos x - sin x )y + (1 -cosx Bi 


2 —2cos x — xsin x 
[这 个 恒等式 , 它 给 出 了 定理 258 的 另 一 个 (虽然 不 太 简单 的 ) 证 明 , 乃 是 依照 7.8 节 的 线 
索 ,把 Wirtinger 不 等 式 作为 Lagrange 问题 的 一 种 情形 来 处 理 的 结果 . ] 
定理 267 
EC +2? +97 dx > Fy (0) 
除非 
y= Ce*(x +2). 
定理 268 若 k>1,7 与 y 在 ( -%,% ) 或 (0,% ) 中 属于 以 , 则 
(fiy ax) < KCK) fly defy" ltd, 
积分 是 在 所 考虑 的 区 间 上 取 的 . O 
定理 269 若 人 >1,7 Fy" SPAT LS ALY , 则 


@ Hardy, Littlewood and Landau( 1}. 
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fa <( 太 la (fy les) ， 
除非 y 为 0. 


定理 270 Fy RL 


fr Gas < FH {* ya). (i) 


除非 
y = (ii) 
其 中 a 与 4 为 正 , 此 时 等 号 成 立 , 更 一 般 地 ,着 
1>k>1, r= 六 -1， Gi 
y AIR AIRF L, w 
fo Foe < K( feyta)”, Wi 
其 中 
v kelamun] 
除非 
(vi) y= x 


(ax +b)" 
[ 容易 证 明 一 个 形 如 (i) 但 常数 差 一 些 的 不 等 式 . 例如 若 将 (i) 中 的 积分 分 别 记 作 A J, WA 
y= (fya) < Je, 
因而 由 定理 253, 
K = fo Gas < If Sas < 4 

我 们 不 知道 这 个 完整 结果 的 任何 初等 证 明 . 关于 变 分 证 明 的 细节 , 它 比 定理 260 的 证 明 要 困难 得 
多 ,可 参见 Bliss[ 3). 

定理 271 Baril G(s) SS (0.x) EJLA , , 则 


fo x01 @* nae < [r(A 


除非 
f= C exp(- B). 
(参见 Hardy and Littlewood[7 ]. 极限 情形 a =1 相当 于 定理 335. ) 
定理 272 在 问题 


E f erd 和 三 _y2dr AEM, R fT ydr RRK” H Euler 方程 为 


y+ (a+ bx* )y = 0, 
它 可 借助 抛物 圆柱 函数 来 解 出 . 着 $= -a? = - (2c)? WER ye. 
[这 给 出 了 Weyl 不 等 式 的 变 分 基础 ( 参见 定理 226 ). | 


第 8 革 关于 双 线 性 形式 和 多 线性 形式 的 一 些 定理 


8.1 $ Sl 


本 章 将 要 证 明 关于 双 线 性 和 多 线性 形式 的 极 大 值 的 若干 一 般 性 定理 ,在 本 章 的 前 面 
部 分 (8.2 节 至 8.6 节 ) 中 ,我 们 将 讨论 n 组 变量 的 形式 ,但 假定 变量 和 系数 都 为 正 . 之 后 
(8.7 节 至 8. 12 节 ) ,我 们 取消 这 一 限制 ,但 假定 ”=2 本 章 后 面 的 部 分 (8. 13 节 至 8 17 节 ) 
大 半 是 用 来 证 明 M. Riesz 的 一 个 关于 带 有 复 变量 和 复 系数 的 双 线 性 形式 的 重要 定理 


8.2 ”和 市 有 正 变 量 和 正 系 数 的 多 线性 形式 的 不 等 式 


假定 
Ti sik 
为 n 组 变量 ,iy,…,k JA- 00 BBO ;又 议 


分 别 表示 关于 所 有 的 附 标 求 和 ,只 关于 i 求 和 ,关于 j,…,k( 除 i 以 外 所 有 的 附 标 ) RAL 
ALR 

S = Lay. aY; Zy 
称 为 变量 x,y，……,z 的 一 种 多 线性 形式 . 当 n E 1,2,3 时 ,这 个 形式 称 为 线性 的 、 双 线性 的 、 
三 线性 的 


在 此 级 数 绝对 收敛 , 则 
和 d*: 2: Agaj = Ze 2 yi 
i i J | 
定理 273 设 
O<a<l, O<PslyO<y<l (8.2.1) 
E 
paan l <min(af,,y); (8.2.2) 
Rik aß, y 由 
a-a =ßB-B= =y-7 = ory = (8.2.3) 


8.2 带 有 正 变 量 和 正 系数 的 多 线性 形式 的 不 等 式 


173 


所 定义 (因而 0 和 as<a……,0<7y<y ) p,0,…,T 都 为 正 , 且 
ap + 有 rr+…+7yT = 1. 
此 外 ,更 设 


x, 20, y 20,--2, 20, aja 20, 
> 坑 sX, J y” < Yenda” £s, 
i j 
` LAN mi A, = A, 2, Oi = B, = B, 
j 
D> Cann = C; < C, 
则 
= Y aja XY; Re < ABPC YZ. 
事实 上 ,我 们 有 
1 -区 -万 -…- 了 = 
因而 由 定理 11?, 有 


S = Z (Px)? (ary oe (a )Y (x Sy Pa ) ry 


(8.2.4) 


(8.25) 


(826) 


= { Dax" he ( Ea’ y'” )4... ( Satz’ )? ( Ealey Pg"? ) ae E 


(AX)® (CZ)? (XYZ ) =e 
= A'B? -CO X YZ”, 

我 们 来 注意 一 些 特殊 情形 . 

(1) 若 


从 


则 


a=a, BP=B..y=yY; 
因而 该 定理 的 叙述 即 变 得 比较 简单 . 
(2) 当 n=2 时 ,条 件 (8. 2.2) 的 第 二 项 自然 成 立 . 若 记 2 


则 


D 推 [ 到 无 穷 级 数 :我 们 将 不 常常 重复 这 一 说 明 . 


( >a > ‘a’ JF.. ( ye" > ‘at yr ( Dx ye pinay 
i i r" r 


多 在 前 几 章 中 ,字母 p 和 9g FAFSA RRR TK. 本 章 已 不 再 要 求 它 们 用 于 这 一 目的 ,我 们 用 它 


们 作为 指标 . 
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8.1 $ 引 


本 章 将 要 证 明 关于 双 线 性 和 多 线性 形式 的 极 大 值 的 若干 一 般 性 定理 ,在 本 章 的 前 面 
部 分 (&.2 节 至 8&.6 节 ) 中 ,我 们 将 讨论 n 组 变量 的 形式 ,但 假定 变量 和 系数 都 为 正 . 之 后 
(8.7 节 至 & 12 节 ) ,我 们 取消 这 一 限制 ,但 假定 n=2 本 章 后 面 的 部 分 (8. 13 节 至 8 17 节 ) 
大 半 是 用 来 证 明 M. Riesz 的 一 个 关于 带 有 复 变 量 和 复 系数 的 双 线 性 形式 的 重要 定理 


8.2 ” 带 有 正 变量 和 正 系数 的 多 线性 形式 的 不 等 式 


假定 
为 n 组 变量 ,ij,… ,从 一 wm 跑 到 %w ;又 设 
DOA 


分 别 表示 关于 所 有 的 附 标 求 和 ,只 关于 i 求 和 ,关于 7,…,k( 除 i 以 外 所 有 的 附 标 ) 求 各 
和 数 

S = Baj yy 
称 为 变量 x,y,…,z 的 一 种 多 线性 形式 当 n 是 1,2,3 时 ,这 个 形式 称 为 线性 的 、 双 线性 的 、 
三 线性 的 


车 此 级 数 绝 对 收敛 , 则 
S = Le > CPER ARRA = 2 2 Aypi Zh 一 os 
定理 23 it 
0 <asl, O<Bsl,O<y<!l (821) 
且 
os HE TEY < min (a f,Y); ' (822) 
Rika p, y 由 


a++- +y-l (8.23) 
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当 p =1 时 ,上 式 必须 代 之 以 z, 志 XX?Y 1. 
于 是 ,我 们 已 经 证 明了 (除了 说 明 等 号 成 立 的 情形 之 外 ) 下 面 的 Young 定理 . 了 
定理 276 = 
] ] 
p>1, q>ol, Pl ee 
z 由 (8.3.1) 定 义 , 则 
Dz (BR Dy mR. (8.3.3) 
等 号 仅 当 所 有 的 x, 或 所 有 的 y, 或 所 有 的 * 除 掉 一 个 之 外 和 所 有 的 y 除 掉 一 个 之 
外 ,都 为 0 时 才能 成 立 . 
现 加 上 一 个 较为 直接 的 证 明 , 它 使 得 我 们 可 以 解决 等 号 出 现 的 问题 , 看 记 1/p 
=1 一 A,1/q =1 一 p, 则 入 >0,m>0,A +<1, 于 是 我 们 可 将 该 定理 表示 成 下 面 的 
形式 . 
定理 277 # 
A>0, w>O, Atp<il, 
zW(8.3.1)22X,6 (x) 52.10 节 中 的 定义 相同 , 则 
所 nn (z) © ©) (x) © (y), (8. 3. 4) 
等 号 仅 在 定理 276 中 所 述 的 情形 下 成 立 ， 
令 z>=1-A -人 ,由 定理 11, 有 


A. oe 
(Sw). = tS pee ee & Coe See Soe 


HL 
or ent J ESEN 
而 将 此 不 等 式 运 用 于 (8. 3. 1) , 即 得 
I, 1,4 JJ LL 
< (EEA) Day (8.3.5) 
1 a an | | 
cr < SPH (x) SP (y) Ty (8. 3.6) 
p+ A+ i+) =A 
因此 , 


Ls < Sit = Te (x) Se TO) DT Dae by 
因为 这 里 的 二 重 和 等 于 
> yx ay = GP (a) GP "(xr 


故 得 


D Young[3,4,6]. Young 没有 考虑 等 号 成 立 的 问题 . 
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yz < Si DSE O). 
此 即 (8. 3.4). 

可 以 把 等 号 何 时 出 现 的 问题 作 如 下 处 理 . 

车 不 是 所 有 的 x, 也 不 是 所 有 的 y, 都 为 0, 则 存在 nm ,使 得 对 于 某 些 满足 关系 i 
+j=n 的 i,Jj, 有 zx,y,>0. 把 与 一 对 如 此 的 i 相对 应 的 格 点 叫做 点 已 . 对 于 这 样 一 
个 ,车 于 (8.3.5) 中 ,我 们 在 右边 的 前 两 个 和 数 内 限于 只 取 与 诸 点 P, 相对 应 的 i 
和 j, 则 该 式 仍 成 立 . 车 在 (8.3.5) 中 等 号 成 立 , 则 对 于 此 种 ij, 比值 


m pa a eE 
和 


与 1 和 j 无 关 , 因 而 相应 的 x; 以 及 相应 的 六 全 都 相等 . 由 此 可 知 ,对 于 和 任 一 个 n, 只 
能 有 有 限 个 点 Pe 

设 对 某 个 mn, 所 有 这 些 条 件 都 满足 , 则 在 不 等 式 (8.3.6) 中 等 号 仍 不 会 成 立 BR 
非 与 诸 P, 相应 的 上 和 7 包含 了 使 得 x >0 Aly, >0 的 所 有 的 i 和 j. 由 此 可 知 , 正 的 
x, Aly, 的 总 数 是 有 限 的 . 因而 存在 唯一 的 点 ,使 得 xy >0 H n=i+j 为 极 小 . 对 于 
这 个 n, 有 一 个 唯一 的 P, ,而 且 假 若 (8. 3.6) 中 对 于 这 个 等 号 成 立 , 则 除 相 应 的 
这 对 ij 之 外 ,x, =0,y, =0. 


8.4 ”推广 和 类 似 情形 


定理 276 和 定理 277 有 着 许多 值得 注意 的 特殊 情形 、 类 似 情形 和 推广 . 现在 不 
加 证 明 地 列举 其 中 的 一 些 , 
定理 278 若 和 >0,n>0,. wroO Att +p], E 


Ww, = > M2 
4 二 本 


则 
S (w) < Gs (x) G1 (7)…GL(z)， 
除非 某 个 集中 所 有 的 数 都 为 0, 或 每 一 个 集中 除 一 个 之 外 都 为 0. 
定理 279 # 
C = 2 di i, G 
则 


Ie < ( Sa $)», 
除非 所 有 的 a 除 一 个 之 外 都 为 0. 
定理 277 至 定理 279 按照 1.4 节 的 意义 来 说 "关于 为 齐 次 的 ” ,它们 都 有 积 
分 的 类 似 情形 , 
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定理 280 BA>O, pw >O0,Atp<i, 
1) = Ei dx) a 


H 
h(x) = F f(g (x -t)de, 
则 
Jh) < ILI (8), 
除非 或 g 为 0. 
定理 281 车 人 >0, 人 >0,A+ 人 <1， 
3.) = [of'dx, 
FL 
h(x) = ['f(t)g(a - t)de, 
则 
Sit (h) < SL GS (g), 
RESA g AO. 
定理 282 Hk ARK, A 
p = [oP fl fn) fn le = 4) or = a dedede, 
则 


Fd < ( [7 SÈ (a) dz) 
定理 283 # 
b(x) = [fn ) Sn \flx Ty AS, 
积分 范围 由 


定义 , 则 
hod < ([ pF (ayd) 
定理 284 若 /(x) 有 具有 周期 27, 且 
(x) yes ,A Mf (x) fe, —%, =t =l day dx, dy , 
则 
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sf lo ) ]?dx < (Lf yad) 


8.5 Æ Fourier 级 数 中 的 应 用 


定理 279 和 定理 284 在 Fourier 级 数论 中 有 着 重要 的 应 用 , 虽然 我 们 在 这 里 所 涉及 的 函数 和 
系数 不 是 正 的 ,但 已 经 证 明了 的 定理 已 足够 应 用 . 
Fe f(x) Al e(s) BL? 中 的 复 函 数 , 又 设 
y ae" ， 了 b, ent 
是 它们 的 复 Fourier 级 数 . 众所周知 ,有 


a,b, = sf" f(x) (a) de (8.5.1) 
(RERI). HH. A(x) RF Le , 则 
z |a, = a fd. (8.5.2) 


反之 ,车 la, |? 收敛 , 则 存在 L 中 的 一 个 FLx) , 它 以 a, HE Fourier 常数 ,上 且 满足 (8.5.2). 
这 些 定 理 (“ Parseval 定理 ”和 ”Riesz — Fischer 定理 ” ) 已 由 Young 和 Hausdorff 加 以 推广 . 记 


Sla) = (Ela, D, DO = (EFI) P) | Ree 
因而 S, (a) By 2. 10 We LYS, |a1) ,于 是 (8. 5.2) 即 可 写成 
S, la) = 3,(/). (8.5.4) 
Young 和 Hausdorff 证 明了 :车 
l<p<2, (8.5.5) 
则 有 
Si (/) <S, (a), (8. 5.6) 
S, (a) < 3,(7). (8.5.7) 
在 p 上 所 作 的 限制 是 必 不 可 少 的 , 这 些 定理 先是 由 Young [3,4,6]j 对 一 列 特殊 的 Alp’, B 
p=5 pak (ESS a) (8.5.8) 


给 以 证 明 ,然后 由 Hausdorff 对 一 般 的 p 和 p' 加 以 证 明 . 
在 这 里 ,我 们 只 限于 讨论 Young 所 考虑 的 情形 (8. 5.8). 在 这 种 情形 下 , (8. 5.6) 和 (8. 5. 7) 
分 别 是 定理 279 和 定理 284 的 推论 . 例如 ,定理 2790 中 的 c, ade y =f Fourier KM, Ait 


BAA) =f I'de =f ly [de 


2 je, P < Sw (a), 


D 现在 当然 是 由 复数 4 构成 的 . 
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此 即 (8. 5.6). 同 理 ,ax 乃 是 定理 284 中 的 h(x) 的 Fourier 常数 ,因而 (8. 5.7) 可 从 定理 284 
导出 . 

对 于 一 般 的 p,(8.5.6) 和 (8.5.7) 的 证 明 肯 定 要 困难 得 多 . 可 参见 8. 17 节 . 

值得 注意 的 是 (作为 Holder 不 等 式 的 另 一 种 应 用 ) ,(8. 5.7) 是 如 何 能 够 从 (8.5.6) 推 导出 
来 的 . 记 

b, = |a, | -'sg a, = |a, |?'/a,. 
若 a,¥0 HA lal<N, FMS b, =0. 又 令 
g(x) = Eb e™. 

因为 8 是 一 三 角 多 项 式 , 故 有 


Lj 


$ la = Yad, = sf SG) ele yae 
因此 ,利用 Hilder 不 等 式 及 (8. 5.6) , 即 得 
> la, E3 (AI (8) <3, (1S, (b) 


= 3N >, |a, jn)” 2 3.1) ( > la py”. 
将 最 后 一 个 因子 除 左 边 ,并 让 N 趋 于 无 穷 , 即 得 (8. 5.7). 


8.6 ”关于 正 的 多 线性 形式 的 凸 性 定理 


本 节 将 要 证 明 带 有 正 变量 和 正 系 数 的 多 线性 形式 的 一 条 简单 而 又 重要 的 性 
质 . 我 们 所 证 明 的 定理 只 不 过 是 Halder 不 等 式 的 一 个 推论 ,但 它 很 有 用 ,而 且 将 用 
于 于 引出 8.13 节 中 的 一 个 较为 深刻 的 定理 . 

定理 285° 设 aSd,xS0,--- 220, RK 

Mogo 
是 
S = Bajaiya 
对 于 所 有 使 得 
Sxl, Iyf ely S2'7 <1 

成 立 的 xX,yY,…,z 的 上 界 , 则 In M.o. ,在 区 域 a>0,B>0,…,y >0 中 是 a, B, Yy 
的 一 个 是 函数 . 

HA n MER a,B,…,y 的 凸 函 数 , 我 们 是 指 (3. 12 节 ) 在 ,6,…,y 的 空间 
中 沿 着 任 一 直线 都 为 凸 的 函数 . 

我 们 要 证 明 , 若 


D M. Riesz{ 1}: Riesz In =2. 
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t, 20, t = 0, t, +2, =1, 


a = ha tla, B=tiB tB oo, Y =UV thy, 
则 
My < Mi gon Mi mo (8.6.1) 
5 
S = 了 axy…z = 了 (ar yP.. zy yt (ax y2B .. 72/7 )” 
< ( Tax’ yB.. gY Ear PrP., 
W 


> (x° ) Vas — Sx g1, sie, 
故 右边 第 一 个 和 数 不 超 过 M。。.…，, ; 同 理 , 第 二 个 和 数 不 超过 M。。…， 此 即 证 明 
(8.6.1). 
#4 a,B. OW, RITA E <1, Ey Ssl, N2ZU«<1l,y< 
1 ,…, 则 此 定理 可 推广 到 闭 区 域 SO, BS0,--- FH. 
例如 设 n=2, 且 
2, a; <A, Xa < B, 


则 M,,<A,M, 9 <B, ATH 0 <a<1 Rt, M 1 a SBA #p>1,q=p'’, WTR 
a=1/p,l-a=1/q, FREE 
Mi,, v, < My5Myi < BY? Ae, 


这 等 价 于 定理 275 中 的 结果 


8.7 一 般 的 双 线 性 形式 


直到 现在 ,我 们 全 是 在 讨论 “ 正 的 ”多 线性 形式 , 即 其 变量 和 系数 都 为 非 负 的 
形式 . 最 重要 的 多 线性 形式 是 双 线 性 形式 ,因而 本 章 中 余下 的 部 分 以 及 第 9 章 中 的 
大 部 分 都 是 从 这 种 或 那 种 观点 来 讨论 双 线 性 形式 的 ,它们 一 般 不 是 正 的 . 

我 们 把 系数 为 a; 的 形式 记 作 4 ,对 于 其 他 的 字母 同样 类 推 . 我 们 把 8. 1 节 中 关 
于 附 标 的 变化 范围 所 作 的 约定 加 以 改变 : 直到 8. 12 节 末 ,i,j,… 都 是 从 1 跑 到 
æ., JU 
G(x) = ©, (|x|) = ( > Ie, |"). 

又 记 | | 
2 ay = X;, > ai = Y. = (8.7.1) 
当 该 形式 为 正 , 则 
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A= > >, a;%:9, = > Y, = » Vid; (8.7.2) 
而 这 三 个 级 数 中 任何 一 个 收敛 必 涉 及 其 余 两 者 收敛, 且 三 者 相等 . 当 该 形式 为 有 限 
时 ,(8.7.2) 式 对 复 的 a,x,y 亦 成 立 . 
我 们 将 会 反复 用 到 下 面 几 个 一 般 性 定理 


定理 286 设 
| | l | 
p>i, gol, P cee P 
(因而 p >1,g >1) ,又 设 a,x,y 为 实 且 非 负 , 则 下 面 的 三 个 命题 等 价 ; 
|A(x,y) |= KS, (x) S,(y) (8.7.3) 
对 所 有 的 x,y ML; 
S, (X) < KS, (x) (8.7.4) 
对 所 有 的 x 成 立 ; 
©, (Y) < KS,(y) (8.7.5) 
对 所 有 的 y 成立 . 


定理 287 下 面 的 三 个 命题 等 价 ; 

(i) (8.7.3) 中 的 不 等 式 成 立 ,除非 (xi) 或 ( 力 ) 为 0; 

(ii) (8.7.4) 中 的 不 等 式 成 立 , 除 非 (x,) 为 0; 

Gi) (8.7.5) Pa REA MD, AE (¥,) A O. 

定理 288 当 形 式 有 限时 ,定理 286 和 定理 287 对 于 复 变 量 和 复 系 数 的 形式 亦 
成 立 . 

定理 286 万 是 定理 13 和 定理 15 的 一 个 简单 的 推论 . 由 (8. 7.2) 和 定理 13 
Ay XI, 

A = > »%; < S,(¥)S,.(X), (8. 7. 6) 


因而 (8.7.4) 是 (8.7.3) 成 立 的 充分 条 件 ; 同 时 ,定理 15 指出 , 它 也 是 必要 条 件 . 
此 ,(8.7.3) 和 (8.7.4) 等 价 , 同 理 ,(8.7.3) 和 (8.7.5) 等 价 . 

在 (8.7.3) 中 不 等 号 成 立 , 除 非 (y) 为 0 或 在 (8.7.4) 中 等 号 成 立 . 因此 ,定理 
287 的 第 二 命题 隐 含 第 一 命题 . 若 诸 x, ,因而 诸 X 已 经 给 定 , 则 由 定理 13 ,我 们 可 
以 选取 一 组 非 0 的 (y ) 使 得 (8.7.6) 中 的 等 号 成 立 . 因此 ,着 (8.7.4) 对 于 某 一 非 0 
AYA (x, ) 等 号 成 立 , 则 (8.7.3) 对 于 某 一 非 0 的 组 (x,) 和 (7y) 等 号 成 立 , 故 这 两 个 


中 对 于 p=9g=2 的 情形 ,可 参见 Hellinger and Toeplitz[ 1] ;对 于 9 =p', 可 和 参见 F. Riesz[ 1]. 这 几 个 一 般 性 
定理 的 实质 是 在 M. Rieszl 1 中 发 现 的 . 重要 的 情形 当然 是 夺取 其 最 小 可 能 值 , 亦 即 是 4 的 界 的 情形 
(8.8 节 ). 

2 EX PASO SF eR 288 REMI AIA! MAR A. 
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命题 等 价 , 同 理 , 第 一 命题 与 第 三 命题 等 价 . 此 即 证 明了 定理 287. 
最 后 , 当 形 式 为 有 限时 ?, 全 部 论证 同样 也 适用 于 复 的 a,x,y. 只 需 用 定理 14 
代替 定理 13 即 可 . 
最 重要 的 是 g =p',qg' =p 的 情形 ,此 时 (8.7.3),(8.7.4) 和 (8.7.5) 即 变 为 
|A| <KG,(x)G,(y), GS,(X)<KE,(x~), SE,(Y) <KS,(y). 


8.8 AAFMAEBAN EX 


本 音 以 后 的 所 余部 分 ,除了 有 另外 的 明确 申明 之 外 ,都 假定 所 讨论 的 形式 中 的 
变量 和 系数 都 是 任意 的 实数 或 复数 . 
我 们 把 所 有 使 得 
G(x) = SC |x|) = CE |x, |)? <1 (8.8.1) 
WUE AY AA (x) BK x, ,x,,…( 不 管 是 实 的 或 复 的 ) 所 成 的 集 称 为 空间 [p]. 这 里 的 p 
是 任 一 正 数 ,但 通常 都 是 p >1. 同 理 , 我 们 把 所 有 使 得 
© x)<1, Sy<l (8. 8. 2) 
的 数组 (x,y) 所 成 的 集 称 为 空间 [p,qj. 最 重要 的 是 p =g =2 的 情形 . 这 一 空间 的 
重要 性 首先 是 由 Hilbert 认识 到 的 ,因而 可 以 简称 之 为 Hilbert 空间 . | 
在 一 般 的 定义 中 ,者 将 Sx) ERED max! x! Wl p Rg 可 以 为 w. 于 是 ,空间 
[wm ,o j 即 为 所 有 使 得 1x1< 和 1,471<1 的 数组 (x,y) 所 成 的 集 . 


设 
A=Alx,y) = È La,x,y¥; (8. 8.3) 
为 一 双 线 性 形式 . 若 对 于 [p,g] 中 所 有 的 点 ,都 有 
| > y ayay, |= M, (8.8.4) 


HP M Aj x,y An EK, WERA ELp, qa] PAR. PRA, 为 4 的 截 段 (section) :一 个 
形式 当 其 各 截 段 有 界 时 为 有 界 . 
显而易见 , 知 (8. 8.4) 对 于 所 有 使 得 
© (x) =1, © (y) =1 7 (8.8.5) 
的 (x,y) 成 立 , 则 它 对 于 [p,qg] 中 所 有 的 点 也 成 立 . 在 这 种 情形 下 , (8. 8.4) 可 以 
写作 
|A, (x,y) |= MG, (x ) G, (y), (8.8.6) 
而 这 里 两 边 对 x* 和 y 都 为 一 次 齐 次 式 ,因而 (8. 8.5) 中 的 条 件 就 无 关 重要 . 因此 ,可 


中 否则 在 关于 4 的 求 和 次 序 方面 就 存在 困难 . 
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以 取 (8. 8.6) 来 作 有 界 形式 的 定义 ,此 时 (8.8.6) 中 的 x,y 不 加 以 限制 . 

直到 现在 为 止 ,4 一 直 是 使 得 (8. 8.4) 或 (8. 8.6) 成 立 的 任意 数 . 者 是 如 此 , 则 
MARMAR, RM 是 4 的 界 .很 自然 地 要 把 M 取 作 这 种 界 中 的 最 小 者 ,此 时 称 
KM AA KR. 

一 种 重要 的 特殊 情形 是 p=9g H 
的 情形 ,这 时 A 称 为 对 称 的 , 此 时 ,A 为 有 界 的 充 要 条 件 是 二 次 型 

A(x,x) = È Lajx,x, 
AR. 当 我 们 说 4(xz,x) 有 界 时 ,当然 是 指 4(x,y) 当 xz y 相同 时 有 和 界 , 亦 即 对 于 
所 有 使 得 名 ,(x) =1 的 x, 有 
|A, (x,x) |S M. 

自 先 ,条 件 显然 是 必要 的 ,而 且 A(x,x) 的 界 显 然 不 超过 4(x,Y) 的 界 . 条 件 的 

充分 性 可 从 恒等式 


4 (x,y) = JAG ty +y) - TA, (2 -yx -y) (8.8.7) 
得 出 . 当 p =2 时 ,我 们 还 可 稍 进一步 :4(x,x) 的 界 和 A(x,y) 的 界 相同 . 事实 上 , 若 
M 是 4(x,x) 的 界 , 则 由 (8. 8.7) 即 得 
[A (x,y) [<aM5 (jz+y| + |x-y|) = 二 M3 (| xz| + iyl?) <M. 
显而易见 , 当 系 数 a 为 正 时 , 若 4 对 非 负 的 x 与 yY 有 界 , 则 它 有 界 , 而 且 它 的 界 


可 以 只 关于 这 种 x Sy REM. 若 
A’ = 了 了 |a; (%7; 


有 界 , 则 称 4 为 绝对 有 界 . 


8.9 [p,qj] 中 有 界 形式 的 一 些 性 质 


有 和 鹤 形 式 的 理论 非常 重要 ,但 这 里 不 可 能 系统 地 加 以 讨论 . 我 们 只 证 明 一 些 结 
采 , 仪 供用 来 处 理 后 面 将 涉及 的 一 些 特 殊 形式 . 
取 p> l q> ] ,并 一 如 以 往 , 令 


T ÈM, 是 在 条 件 


Vise, APLE 


下 4 的 极 大 值 , 则 显然 有 M, <M, HM, EF n 为 有 界 .因此 ,H = lim M, 存在 , 且 为 4 的 最 小 的 界 
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a p E q 
cai TT 
定理 289 HA A[p.q] FARA M, Myt Ajey nA 
È la SM, > al7 <M". (8.9.1) 
i j 


HY x, =1, 其 余 所 有 的 X 为 0， 又 除 A 之 外 ,其 余 所 有 的 为 0. 
由 (8. 8.6)， 


J J ye 

| EA: M( 2 ly, 1) . 

因 上 式 对 于 所 有 的 y, 和 所 有 的 了 成 立 , 由 定理 15 ,可 得 
» lag" < M”. 


此 即 (8. 9. 1 ) 中 的 第 二 式 ,第 一 式 可 同 法 证 明 . 
于 是 ,在 [2,2] 中 有 界 的 必要 条 件 是 :对 于 所 有 的 j 和 i, 有 
; 2d, lag P<, 2, lag}? < &. 
条 件 
>Z|cP <o 
是 充分 的 ,因为 此 时 有 
|a|? ea 多 la È | x?y7 |= 2 Jas $ | x; p? PAR 
但 该 条 件 绝 不 是 必要 的 ,即使 当 诸 系数 都 为 正 时 也 是 这 样 . 例如 在 8. 12 节 中 我 们 将 看 到 
py = 
L +j 
AR. 
定理 290 某 一 有 界 形 式 的 任 一 行 或 任 一 列 必 绝对 收 黎 . 
理由 如 下 . 由 定理 289 ,有 


Lf yl 
2 |ajx;y; | S o> |x, |?) 1 a;l”) d < M|y,|S,Cx). 


显而易见 , 当 a0 时 ,4 AR AEE EF (pg ] PIRRE x Aly, 

之 Zaxiy, | (8.9.2) 
WM. 自然 会 问 : 这 对 于 带 有 任意 实 或 复 系 数 的 有 界 形式 是 否 也 成 立 ,换言之 , 当 4 有 界 时 ,级 数 
(8.9.2) 是 否 一 定 就 某 一 公认 的 意义 收 剑 (对 [p,9] 中 的 x Aly). 答案 是 肯定 的 :车 4 有 界 ,级 数 
(8. 9.2) 就 三 个 标准 的 意义 为 收敛 (必然 是 一 致 的 ) , 即 作 为 某 一 二 重 级 数 就 Pringsheim 的 意义 或 
作为 某 一 只 和 数 按 行 或 列 为 收敛 . 但 二 重 级 数 收敛 的 观念 与 我 们 现在 的 目的 无 关 ( 而 且 在 一 般 理 
论 中 也 不 很 重要 ) ,因此 我 们 不 会 证 明 这 些 定理 . 对 于 情形 [2,2] ,参见 Hellinger and Toeplitz[ 1]. 


8.10 [p,p'] 中 两 种 形式 的 卷 积 


W q =p’. ASB pp | PHAR LADY M 入, 则 由 定理 289, 有 


a 
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py la, | <M, > [o, |" < N”, 
因而 由 定理 13 ,级 数 
万 = Da uby (8. 10. 1) 
绝对 收敛 . 称 
F = 下 (4,B) = ZZfxiy 

为 4 与 B 的 卷 积 (faltung). 4 和 8B 的 次 序 是 有 关系 的 ,F(A4,B) 和 FF(B,4) 通 常 是 
两 个 不 同 的 形式 . 

定理 291 FAHBAlp p'| PARRAMN, FEl ppl l PAR 
界 不 超过 MN. 

Bmen, Lie 4i>n 时 xi =0. 于 是 , 因 4 在 [p,p] 中 为 好 所 界 , 对 于 所 有 使 
得 名 ,(z) <1 和 名 ,(y) <1 的 x Aly RNA 


|A,, | = [YD eax |< M. 


因此 ,由 定理 15, 对 于 m 宇 n 有 


™ n 

P 
kl own sr 
z i= 


于 是 有 

2 LY age; | <M. (8. 10. 2) 
同 理 ,有 

> |Z ws, "<n (8. 10. 3) 
但 


D Dan = X Day Z aube = EY asa NY by) (8.10.4) 
由 (8. 10.2) ,(8. 10.3) ,(8. 10.4) 及 定理 13 , 即 得 l 
| 5 Pnl< MN, 
此 即 证 明定 理 . 
iM AW, MEA 与 8 是 否 有 界 ,只 要 级 数 


2 | ai, ?, 2 bl 
收敛 ,我们 都 可 定义 4 5 B RRR. 
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8.11 关于 [2,2] 中 诸 形 式 的 一 些 特 有 定理 


本 节 仅 限于 讨论 古典 情形 p =q =2, 并 设 变量 和 系数 都 为 实 的 (虽然 一 般 不 是 
正 的 ). 于 是 ,我 们 假定 4 为 某 一 实 形式 ,并 用 


4 = = La,x,y, (8. 11.1) 
记 从 4 经 交换 ay 中 的 附 标 而 得 的 形式 . 
车 对 所 有 的 i， 
2, aa <D, (8.11.2) 
则 级 数 
Cj = > aaa (8. 11.3) 
XTC, AA ( 8. 10.1), 
C(x,y) = È Lexy, (8. 11.4) 


是 4 和 4 的 卷 积 PC4,4). 特别 地 ,C(x,zx) 是 某 一 二 次 形式 ,根据 (8. 10.4) , 它 的 
RE C. 由 


C,(x,x) = F (D aun) (8.11.5) 


给 出 . 记 
C(x,x) =N(A), 
而 称 之 为 4 的 范 数 (norm). 4 A 满足 (8. 11.2) 时 , 则 称 4 的 范 数 存 在 . 根据 定理 
289 ,N(4) 的 存在 万 是 4 有 界 的 必要 条 件 . 
BAAR HARA M, Wl) eye HE 291 NABH HR P REN M. 另 一 方面 ， 
只 要 N(4) 存 在 , 则 


Acer l= | Da Saale (LATE (Saad < (ncn 


因此 , 若 NCA) H P RRR, IUA 为 PERR. 
小 结 以 上 的 结果 , 即 得 
定理 292 实 形式 4 在 [2,2] 中 有 界 的 充 要 条 件 是 4 的 范 数 N(A) 存 在 且 有 
界 . SM AARP 为 N(A4A) 的 界 , 则 
P = MÈ. 
一 个 有 用 的 推论 是 


D Hellinger and Toeplitz[ 1 ] ,Schur[1J. 
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定理 293 车 4,B,… 是 有 限 多 个 形式 ,它们 的 范 数 都 存在 , 且 
H(x,x) = NA) + N(B) 十 … 


AR RIA PW 4,B,… 有 界 , 其 界 不 超过 PT. 
事实 上 , 若 NW (4),… 是 和 N(4),… 的 截 段 , 则 由 (83. 11.5) ,N.(4),… 为 非 
iP, A 
H,(x,x) =N,(A) +N, (B) ++ 


因此 ,N,(4) ,… 为 PERR. 
8.12 Hilbert 形式 中 的 应 用 


现在 运用 定理 293 于 两 种 非常 重要 的 由 Hilbert 最 先 研究 的 特殊 形式 . 
定理 294 形式 
A = EE ,B= Looe, 
i+y-l -J 
其 中 ij=1,2,…, 一 搬 表 示 将 i =j 的 项 略 去 ,在 实 空间 [2,2] 中 有 界 , 其 界 不 超 
it v. 
显而易见 ,各 形式 满足 条 件 (8. 11.2). 记 
N(A) = È de,xx,,N(B) = ZZdx,y, 


现 来 计算 cy +d, 
isj, 则 有 
zs a | _ 13 
ee >) (i + TES OSE + 2 Tie? x k)? -2 Gy 3 
(8. 12.1) 
若 ij, I 
l 
cy + dy É (i+k-1)(j+k-1) DA G-PG- k) ET 


1 
- 也 ~ 5G =p A m(44 -z 
这 里 的 撤 表 示 除 去 值 上 4=i Mk =j HK A | iA] , 则 
2 l 1 l 1 
Pe eer taper! Er eae Pe 
REHAS PHBARERAR HRA AUBREDEA OHM, WIS 


中 就 是 说 ,对 于 实 的 x 只 取 非 负 的 值 “ 正 形式 "一 词 在 本 章 会 以 另 一 种 意义 来 使 用 , 即 具 有 非 负 系 数 
和 变量 的 形式 . 
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K >œ 时 趋 于 0%. 因此 ， 


ey tay =e (i #j). (8. 12. 2) 
由 (8. 12. 1) 和 (8. 12.2) ,可 得 
N(A) + N(B) = Tp +25 era (8. 12.3) 


XBR os LB 
‘ l au r l l 2 
2 (i-j)? ~ Tt aT 
故 第 二 项 满足 定理 275 ARE, ELAS 因此 ,N(4) + N(B8) 具 有 界 7， 
因而 定理 294 由 定理 293 即 可 得 出 & 
生 之 为 有 界 可 以 比较 简单 地 证 出 :第 9 章 将 给 出 一 些 证 明 ， 
4 为 绝对 有 界 (8. 8 节 ) , 因 其 系数 为 正 . 重要 的 是 要 注意 ,这 一 点 对 8 并 不 成 立 . 欲 证 明 这 一 
点 ,只 须 证 明 :对 于 使 得 Zz MEY 收敛 的 正 的 集 (*,y) ,有 


x, =i (ni)-! ‘a ey 
y =F 7 (nj)! G >t), 


即 可 . 取 


又 xl =x2 71 = 加 M 


» EN; Sit eae ie T= lt ees l 
之 之 | i rest 8; AY = Dh PRL Er In ly? 
~ > 1 fe du < l 
2, Mee u)? = 2 kAln(k +1)’ 
而 此 级 数 发 散 . 


在 第 9 章 中 我 们 将 看 到 ,4 在 [p,p'] 中 有 界 . 8 在 [p,p'] 中 亦 有 界 ,但 证 明 要 困难 得 多 . 参见 
M. Riesz[ 1 ,2 ] ,Titchmarsh[ 2,3]. 


8.13 关于 带 有 复 变量 和 系数 的 双 线 性 形式 的 凸 性 定理 
其 次 ,我 们 来 证 明 一 个 属于 M. Riesz? 的 非常 重要 的 定理 . 这 一 定理 ,正如 定理 


D 除去 一 个 与 K 无关 的 数 之 外 ,其 余 全 都 消去 . 
D ”该 证 明 是 Schur [1] 的 . | : 
@D M. Riesz[1]. 我 们 的 证 明 实 质 上 是 Riese 的 那个 证 明 . Paley[2,4] 已 给 出 另 一 个 (不 十 分 完善 的 ) 证 明 . 


8.13 关于 带 有 复 变 量 和 系数 的 双 线 性 形式 的 西 性 定理 189 


285 一 样 ,肯定 了 In MW.。, 的 凸 性 ,其 中 W。, 乃 是 4 型 的 一 形式 的 上 界 ; 但 在 Riesz 定 
理 中 ,该 形式 是 双 线 性 的 ,a.x,y 则 是 一 般 的 复数 , 凸 性 只 是 在 a 和 8B 的 一 个 受到 
限制 的 区 域 中 得 到 证 明 . 

在 Riesz 的 论证 中 紧要 的 一 点 是 ,村 ,必须 是 一 个 可 以 达到 的 极 大 值 ,而 不 只 
是 一 个 上 界 ,因此 我 们 就 来 考虑 一 种 有 限 双 线性 形式 


A= > ¥ a,x. (8. 13.1) 
定理 295 RM43 


Sle lst, DY ly |? <1 (8. 13.2) 
] l 


时 4 的 极 大 值 ,在 这 里 我 们 规定 , 若 a=0 或 B=0, 这 些 不 等 式 即 由 1zil <l 或 17 | 
<1 AG. 于 是 ln M s 在 三 角形 


Osasxl, OS Pel, at+B2l (8. 13.3) 
中 为 凸 的 ， 
我 们 要 来 证 明 ,看 (al ,Bi) 和 (a,,B,) 是 三 角形 (8. 13. 3) 中 的 两 点 ,0 <!<1, 且 
a=at+a,(l1-2, B=Bt+B.¢1 -2), (8. 13. 4) 
则 
Mag < Ma a Moo (8. 13.5) 


Be Se FA BX FEY, BY ae 一 0 时 ,Mo 一 fo BE X.Y) AC o, yo) APB 
为 关于 (a,B) (0,8) 的 一 个 最 大 组 , 则 (zx,7y) 是 关于 (0,8) 的 一 个 “容许 组 ”， 
(m~°X_ ,Yo) 是 关于 (a,B) 的 一 个 容许 组 . 因此 ,mm M p <M, g Mp, AN M,.— 
Mog. 同 理 , 当 B 一 0 时 ,Mo 一 1 于 是 ,在 三 角形 (8. 13. 3) 的 角 点 (0,1) 和 
(1,0) ,存在 着 MH。s 的 某 种 连续 性 ,而 在 此 三 角形 其 他 的 点 ,W。。 显 为 连续 . 因此 , 根 
据 定理 88 ,只 须 证 明 , 当 a ,B, ,a;,B, 已 经 给 定之 后 ,(8. 13.5) 对 0 <t<1 中 的 某 
一 上 成 立即 可 . 而 且 只 须 考虑 a >0,B >0 时 的 M, a, EIPRE F, TAE p.q, 
p',qg 如 


1 l l l | l 
ar B= pa h ‘er? (8. 13.6) 
于 是 ,可 以 将 (8. 13.2) 12H 
G(x) <1, Sy) <1, (8. 13.7) 
而 (8. 13.3) 中 的 诸 不 等 式 即 等 价 于 
9 >p2z! (8. 13.8) 


和 
p 2=q21 (8. 13.9) 
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中 之 一 . 如 同 8. 7 节 中 一 样 ,我 们 也 令 


X= 2%) = È, air Y¥Y,=Y.(y) = Za, (8. 13. 10) 
因而 有 | 
A= > Xy; = > xY, (8. 13. 11) 
i i 
或 简 记 为 
A= ZAy = Te. (8. 13. 12) 


根据 定理 286 ,我 们 可 以 对 Me。s 给 出 另外 一 个 定义 , 它 更 适合 于 我 们 现在 的 目 
AY. 显而易见 ,4 对 一 组 使 得 


©,(x) =1, Gly) = 1 (8. 13. 13) 
的 (x,y) 取 其 极 大 值 ,而 WM。s 则 是 对 于 所 有 此 种 (*,y) 满足 
|A|< KG, (x) S,(y) (8. 13. 14) 


的 最 小 的 K. 因 上 式 两 边 就 x 和 y 都 是 一 次 齐 次 式 , 故 (8. 13. 13) 这 一 限制 就 无 关 
重要 ,因而 MW。* 可 定义 为 对 于 所 有 (x,y) 满 足 (8. 13. 14) 的 最 小 的 KO. 
根据 定理 286 ,这 也 就 是 对 于 所 有 的 x ,满足 


S, (X) < KG, (x) (8. 13. 15) 
的 最 小 的 天 ,或 对 于 所 有 的 7, 满 足 
S, (Y) < KG, (y) (8. 13. 16) 
的 最 小 的 天. 因此 可 以 定义 Ma pA 
"i SE,(X) S(r) 


T. = max ©, (x) = max 5 (y) 
在 这 里 , 极 大 值 是 就 所 有 非 零 组 x 或 y 而 取 的 . 


8.14 最 大 组 (x,y) 的 进一步 的 性 质 


B(x" ,y" ) 是 (x,y) 的 一 组 , 它 满足 (8. 13.7), 且 使 141 取 其 极 大 ;又 设 X"， 
Y" 是 相应 的 X,Y 的 值 . 显而易见 (如 同 我 们 会 经 常 看 到 的 那样 ) ， 


G(x") =1, G (y*) = 1， (8. 14.1) 
又 ,如 在 (8.7.6) 中 那样 ,有 
JAIS SG, (X)G(y), |4|< ©, (¥)S, (x). (8. 14.2) 


(8. 14.2) 中 的 各 式 当 x,y 取 值 x*" sy SR, UAT AS x X RMA 
y, 或 令 y, 了 不 动 而 变更 * ,使 得 141 增 大 . 因 之 ,有 


D 这 只 不 过 是 把 8.8 节 中 用 过 的 一 个 论证 重复 一 次 . 
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Map = |A(x",y" ) |= Gy (X" G(x") = & (YG, (x ). 
此 外 . 由 定理 14, 有 
|X; ly = w" ly; |" 


或 
x l= oly, |, (8. 14. 3) 
其 中 o 为 正 且 与 7 无 关 , 且 
arg X; y; 
j j HK. 因此 ， 


M.o = lAl sy l= EX y l= Ely |=wd ly’ | =e. 
代入 (8. 14.3) ,并 添上 关于 Y 的 相应 的 结果 , 则 得 
eM | | lee (8. 14. 4) 


8.15 定理 295 的 证 明 


下 面 假定 (x,y) 为 (关于 指标 a,B 的 ) 一 最 大 组 ,而 将 星 号 省 去 . WE p = 1/a， 
等 等 ,又 以 M,M, ,M, ft Map Masp sM a po" 我 们 使 用 p ,p， ,…: 时 是 把 三 角形 的 顶点 
(0,1) ,(1,0) 排 除 在 外 ,但 正如 8. 13 节 中 所 指出 的 ,这 并 不 有 损 于 我 们 的 证 明 . 

由 (8. 14.4) ,有 

CC 
将 此 式 与 (8. 13. 17) 比较 , 即 得 


MS! p (x) < MS, (y). (8.15.1) 
同 理 , 有 
MGT) rO S M,©,,(x). (8.15.2) 
因此 ,大 0<:<1, 则 得 


MSP or (x Car ere (y) < MMS, (y) GP? (x). (8.15.3) 
我 们 暂时 假定 ,在 0 与 工 之 间 存 在 某 个 ! ,满足 关系 
fe gee (8. 15. 4) 
P Pi P2 q qı qz 


亦 即 满足 (8. 13.4) 式 ,并 假定 
Sr (4) < SE), (5) Sy) = SEY? Oy). (8.15.5) 
于 是 ,由 (8. 15. 3) (8. 15.5) ,对 某 个 上 ,有 
M <M'\M,;", 
然后 由 定理 88 即 得 我 们 的 定理 ， 
还 需要 证 明 (8. 15.4) 和 (8. 15. 5) 表述 的 假定 是 正确 的 . 进一步 假定 :存在 数 
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4 和 vw, 使 得 
O<p<l, 0<v<1, (8. 15. 6) 
P: = (p— Dp e+ Ppl -p,q =g- Dg'w +a —v). (8.15.7) 
由 定理 18 了 ,r InG, (x) =InSi (x) E r A — PD i x PFA — KA , N E 
(8. 13.13). 因此 ， 
S” (x) SVM (eS (x) = GEM), (8.15.8) 


(p=!) pi (p-!) pi 
同 理 ,有 
Si (y) < on vee (y ) Se ~ 的] (y) i Sit a? (y). (8. 15.9) 
Ba, 
P H ! q av _1l-! 
“tiled Ey eae (8. 15. 10) 


则 (8. 15. 8) 和 (8. 15. 9) 即 等 价 于 (8. 15.5). 

欲 使 证 明 完 整 ,就 必须 证 明 (8. 15.4) ,(8. 15.6),(8. 15.7) ,(8. 15. 10) 是 可 
以 并 立 的 . 这 些 条 件 一 共 包 含 了 六 个 式 子 ,为 4 个 数 p,q,u,v 所 满足 ,还 有 两 个 不 
等 式 . 由 (8. 15. 10) 的 第 一 式 即 得 


" -| 
(P ， )P 1! piati t 


pi 1 -1 pl 


(P ， -l)u +i = 


Pa +p’ =p.(1+——)= 


由 (8. 15.7) 的 第 一 式 即 得 
1 _(pi-! t _ Pat +p, (1-+¢) gt E 
P Pı + Pip PP: P, Py 
它 与 (8. 15.4) 一致 | 
同样 的 论证 也 适用 于 包含 q 的 方程 ,因而 (8. 15.4) Æ(8. 15.7) 和 (8. 15. 10) 
的 一 个 推论 . ST RE Pi gi P2092 ot, Bi BY H (8. 15. 10) 求 出 jy,v, 由 (8. 15.7) RM p,q, 
而 且 这 些 数 都 满足 该 六 个 式 子 . 
还 需要 考查 不 等 式 (8. 15.6). Æ u 和 w 满足 (8. 15. 10) ,上 且 0<ti<1, 则 此 诸 不 
等 式 即 等 价 于 


Ms te Lo (8.15.11) 


因为 (a B) 和 (az ,B:) 在 三 角形 (8. 13.3) 内 , 故 由 (8. 13.8) 和 (8. 13.9) 


D 严格 育 之 ,是 从 一 个 由 定理 18 改写 出 来 的 定理 ,犹如 定理 17 改写 成 定理 87 那样 . 
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于 是 更 有 
a ce 
q2 Pp 
因此 ,可 以 选取 上 ,使 之 满足 (8. 15.11). 于 是 ,所 有 我 们 的 条 件 都 已 满足 . 
可 以 看 出 ,只 是 在 证 明 的 最 后 一 段 中 才 用 到 主要 的 不 等 式 a + Bel. 当 形 式 为 
正 时 ,该 不 等 式 是 无 关 紧 要 的 ,此 时 由 定理 285 ,ln M 在 (a,B) 的 整个 正 象 限 内 为 
凸 的 . 


8.16 M. Riesz 定理 的 应 用 


(i) RE FR 295 很 容易 转化 为 另外 一 个 外 表 大 不 相同 的 定理 . 


定理 296 ik 
X;(x) = or (j = 1,2,-*+,n), (8. 16.1) 
RIK MI ,是 
(> X17) 
当 
>) CT i <1 
时 的 极 大 值 , 则 In ME 在 三 角形 
O<y<a<!l (8. 16. 2) 
PHBH. 
事实 上 ,由 (8. 13. 17) ,我 们 有 
6,(X) 
Mag = max G(x)’ 
而 
S c (X) GAA) 
May = coed ES max 6 a) 


因此 ,车 y=1/g'=1-B8, 则 

Map = Mi,» 
此 时 条 件 (8. 16.2) 即 等 价 于 (8. 13. 8 ) 或 (8. 13.3). FÆ, MI, 即 为 (a,1 -y) 的 一 
个 凸 函数 ,或 者 ,换言之 ,是 (a,y) 的 一 个 凸 函 数 


(i) 定理 297 设计 由 (8.16.1) 定 义 ,而 且 对 于 所 有 的 x， 
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pA EA (8. 16. 3) 
又 设 
l<p <2, (8. 16. 4) 
则 
©, (X) em?" ?S (x), (8. 16.5) 
其 中 
m = max |aq, |. (8. 16.6) 


欲 从 定理 296 导出 定理 297 ,可 如 前 一 样 令 a =1/p, 并 考虑 (a.y) 平 面 上 由 
,也 到 (1,0) 的 直线 眉 该 线段 全 在 三 角形 (8. 16.2) 之 中 ,因而 由 定理 296, 对 


于 六 <w<l 有 
Mo, < (Mis ) I-a) (M; ) 2a-3 
由 (8. 16.3), BRA Mis <1; X 
Mys maz =m 
1.0 Si e 
因此 
< ni s me, 
它 与 (8. 16.5) SH. 
#3 (8. 16. 1 ) 是 某 个 “ 单 式 "( 酉 ,unitary) 置 换 , 即 某 个 使 三 |x| 不 变 的 置换 , 则 
条 件 (8. 16.3) 必然 (以 等 号 ) I. 该 定理 的 这 种 情形 是 由 FF. Riesz [4] 发 现 的 ， 
而 此 一 般 性 定理 则 属于 M. Riesz [1]. 


8.17 Æ Fourier 级 数 上 的 应 用 


从 Riesz 定理 的 许多 其 他 的 重要 应 用 中 ,我 们 选取 定理 297 在 Hausdorff 定理 
的 证 明 中 的 应 用 字 
(1) Ge m Ay ey eB, H 


D 此 时 ,n=m. 实 单 式 置 欣 是 正 交 的 . 
D 参见 8.5 节 . Riess 以 另外 不 同 的 方式 导出 了 这 些 定理 .并 给 出 一 些 别 的 应 用 . 
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上 
fn( 9) = Doe fase r = È ao 和 = = fa (2 ry = mt een 
该 置换 是 单 式 的 ,因而 
之 bas = 2 |x, |’. 
又 m =m"? Ast, HER 297, 
au 2nv 
(72 fa m | 
左边 是 mt,( 六 的 一 个 通 近 , 故 可 由 取 极 限 导出 Hausdorff 定理 (8. 5. 6)2. 
(ii) 车 m 仍 为 奇 整数 ， 


pup 
) < (E |x, |"). (8.17.1) 


a 


La 
X, = (724) = 之 qe X, = 4S es, 


则 经 简单 计算 ,如 前 可 得 
X, = ma, ， =X, |? = |s |’: 


LEEN) ， 
因而 Hausdorff 定理 (8. $.7) 经 适当 的 取 极 限 手 续 即 可 得 出 . 
正如 8. 5 节 中 所 指出 的 ,也 可 以 从 前 一 定理 导出 第 二 定理 . 
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定理 298 Hp >1,a(x,y) 为 正 且 可 测 , 则 下 面 三 个 命题 等 价 ; 
(i) 对 于 所 有 非 负 的 fg， 


k f aC x,y) fl) g(y) dedy < K( fra) (FF gdy)” 


此 时 ,由 定理 297 即 得 
(Blah) < (F 


T Aiha r 而 不 是 上 ,并 将 求 和 范围 扩展 到 
= 本 cywe m. 
T F/O) EMR 


过 

2a , 

-3w 
则 当 m>M tt. (6) A0 REFA EM (8.17. 1 RH. HE EE SO) WA 
FARA" EM. 
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(i) 对 于 所 有 非 负 的 了 
k | i al x,y fC Ddr) = KP |” f Pde; 
D 对 于 所 有 非 负 的 8， 


Fa A alx, gdy) ek F g? dy. 


命题 :在 (i) 中 不 等 号 成 立 RIESE gA. HE) PASS RAE SH OO” .“ eG PRBS 
成 立 ,除非 8 为 0" 是 等 价 的 . 
(此 乃 定 理 2%6 和 定理 次 7 的 类 似 定理 ,其 中 4 =p’. 存在 更 一 般 形式 的 定理 ,其 中 p 和 9 都 为 任意 ) 
定理 299 设 A>0, 则 形式 


A= - Ss. B= peels ae 
1 二 一 1] +A 上 一 二 


在 [2,2] 中 有 界 , 且 车 和 为 整数 ,其 界 为 7; 和 为 非 整数 时 ,其 界 为 了 |csc Am | ,一 后 只 当 和 为 整数 
时 才 需 要 . 

(Schur[ 1 ] „Pólya and Szego[ 1, I ,117 ,p. 290]. ) 

定理 300 Bprl,H A= Zaxiy 在 [p,p'] 中 具有 界 MM 


A; = fre Dg Code, 


其 中 
[inpas p, fig id s, 
则 
= As Lah xy; 
具有 界 Mp 
(理由 如 下 : 


JA’ | = fi > Zajazi fi yg Dld |< f [ 之 (zf) |p] Py 之 [yg (1) |P ji 出 


<M | Z|x PIO paler | Z|y lh lge Pde’? M,C Sx; PPE Sy, PvP. 
对 于 p=p' =2 的 情形 ,可 参见 Schur[ 11. ) 
i 
定理 301 sr D ey 在 [2,2] 中 有 界 


定理 302 对 任何 实数 的 8, E DO 在 [2.2] 中 有 界 . 若 0<g<m, 则 界 不 超过 


max(@,%7—@). 
(关于 上 面 的 两 个 定理 ,可 参见 Sehur[ 1). ) 
定理 303 Fo, ZRTAAH RR Fourier 正弦 系数 ,或 为 某 个 偶 有 界 画 数 的 Fourier 余 
弦 系 数 , 则 形式 
Z 24; 4;%:9;, E Bajti; 


在 [2,2] 中 有 界 . 
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[Toeplitz[ 1). i Aly 从 1 跑 到 n;x Sy 为 实 的 , 且 
Sx? = Zy; = l; 
LI X = xicos i8, X' = Zxisin i0, Y = E y;cos j0, Y' = Ly,sin jo, A ( HM) 
a, = = fPF( 0) sin ng dé, 
FRI <M. 经 简单 计算 , 即 得 
$, Lain, = Efi oxy - xv fo) de 
因为 
Ferr(e)de|s 本 人 + 六 >)d0 = Mn Sr + Tr)= Mm, 

故 可 求 出 4 的 上 界 2M. 对 其 余 情 形 可 同 法 处 理 . 

车 (例如 说 )/( 6) 为 奇 的 , 且 当 0<g< 时 等 于 了 (m-b), 则 W = mas =n! 于 是 即 得 


定理 294 中 关于 8 的 结果 . | 

定理 304 ËE ajy Elpa PAR, Gk > 1 > 1, du) (o) ERAEN 名 we (Cu) 
<o Sy (ev) < %m 的 给 定 的 数 , 则 

A= È Layu,r,x,y; 

€E[ pk ql] PHR. 

[ 理由 如 下 : 

[AIS MCE | ux |P PEE joy 
SMOE |u DECE Jot DECE [x [PCS yje, ] 
定理 305 设 u; 和 vw 是 两 组 给 定 的 满足 关系 
Sju Si EloP<i 
的 数 , 则 形式 
> yay, 
t=] 

在 [ m ,% | PAH BEDERAK. 

(在 定理 304 PR p=q=2,k=l=o. 

若 此 形式 常 为 绝对 有 界 , 则 8. 12 节 中 的 Hilbert 形式 B 亦 必 为 绝对 有 界 ,而 这 是 不 正确 的 . ) 

定理 306 GF 

W (a) 2 AH, Mi (a) SAH, 
则 
A} 
有 (a) < Ag. 

(利用 定理 16 和 定理 17. 在 下 面 的 定理 的 证 明 中 需要 用 到 这 一 结果 . ) 

定理 307 着 从 m 维 空间 中 的 “单位 立方 体 " 的 顶点 ( 1, 土 1,…, 土 1) 向 经 过 此 立方 体 中 
心 的 任 一 超 平面 [| m -1](m — 1 维 线 性 组 合 ) 引 垂 线 , 则 这 些 垂 线 的 平均 必 在 两 个 常数 4 和 8 之 
间 ,4 AB m 和 此 [ m1j 的 位 置 无 关 . 
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定理 308 E 
+ E 
= CR lagt)» a (F lay Pd 
则 
P = (EF laj|*)* <K( Eb; + Ec) = K(B+C), 
其 中 大 为 绝对 常数 . 
定理 309 ARMM ABMS A= Zavxiy) 在 [ m ,om ] 中 有 界 , 且 以 MW 为 界 的 必要 条 
件 是 :采用 上 一 定理 中 的 记号 ,B,C,P 必 小 于 KM. 
(关于 上 述 的 5 个 定理 ,可 参见 Littlewood[ 2]. ) 
定理 310 若 
l l l 
p22, q22, ware = 7 ， 
A= — _, 
P4 -P-9 
且 4 在 [p,9j 中 有 界 , 其 界 为 好 , 则 
(Eb = KM, (Ect)! < KMH，( 荆 Ze) < KM, 
其 中 b lc, 按照 定理 308 PAYS YK AS p 和 9 AX. 
定理 311 F 


4pq 
© 3pg -2p — 2q’ 


HER 310 中 的 条 件 在 其 他 方面 都 满足 , 则 
(Eb) SKM (Ze) SKM, (EE |a|) < KM. 
定理 312 + 


p<2 <q, 


HEH 310 中 的 条 件 在 其 他 方面 都 满足 , 则 
(ZZ jali)" < KM. 


I | 
— + — <l, 
P q 


定理 313 # 
aes ad. hr? < l,a, 20, 
4 在 [p,g9] 中 有 界 , 其 界 为 M; 又 
B; = ( Fa)”: y; = ( Fag)” 
则 


(Ip) <M, (ZH) 二 WM，( 王 ol) <M. 
(关于 上 面 的 4 个 定理 ,可 参见 Hardy and Littlewood[ 13]. ) 


定理 314 [p.p] P$ Hilbert BA. 第 9 章 将 证 明 , 定 理 294 中 的 形式 4 在 [p,p'] 中 有 界 . 
相应 的 关于 B 的 定理 要 谅 得 多 ,我 们 要 证 
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SH D | KG, (x)S,.(y), (i) 
py 2, i-j s á 
och K =K(p) 8045 p 有关; 或 者 ,根据 定理 286 ,也 即 要 证 
mind RPS i yl”, ij 
2 | py = = 5 Yi (ii) 


根据 定理 295 ,只 须 对 偶数 的 p'( 或 对 某 一 列 这 种 值 ) 来 证 明 (i) 或 册 即 可 . A BER — ERR Ee 
巧 , 从 现在 的 观点 来 看 ,最 自然 的 就 是 Titchmarsh [2] 所 用 的 技巧 . 
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9.1 Hilbert 二 重 级 数 定理 


本 章 所 讲述 的 研究 起 源 于 一 个 重要 的 双 线 性 形式 , 它 是 由 Hilbert 首先 研究 
的 . 该 形式 我 们 已 经 在 8. 12 节 中 遇 到 过 , 即 
anb, 
m+n’ 
其 中 m 和 n 从 1 o. 我 们 的 第 一 个 定理 是 下 面 的 定理 315 ,我 们 还 连 融 叙述 了 
它 的 积分 类 似 情形 ,又 添上 了 它 的 一 个 补充 . 这 种 类 型 的 补充 在 本 章 中 将 要 种 稍 
出 现 . 

定理 315 + 


之 之 


p>l, p'=p/(p-1), 
Za SA, Eb <B, 
求 和 是 从 1 到 wm 来 取 的 , 则 


CnD， T p pip 
DE a 有 (9.1.1) 
除非 (a) 或 (5) 为 0. 
定理 316 # 
p>l, p =p/(p-1), 
fP @)desF, he (yay, 
则 
fade) ayd Ve gue 
yr x+y ETE & (2) 
除非 f=0 或 g=0. 


定理 317 在 定理 315 和 定理 316 P, EA n csc(T/p) 都 是 最 住 常数 . 

定理 315 中 当 P=P =2 的 情形 就 是 “Hilbert 二 重 级 数 定理 ” ,是 由 Hilbert 在 
他 的 积分 方程 讲义 中 首先 证 明 的 (除了 确切 的 决定 和 常数 之 外 ). Hilbert 的 证 明 是 由 
Weyl [2 ] 发 表 的 . 常数 的 决定 以 及 积分 类 似 情 形 妇 之 于 Schur [1] ,而 推广 到 一 般 
的 p 则 归 之 于 Hardy 和 M. Riesz. 参见 Hardy[ 3]. 该 定理 的 全 部 或 其 中 一 部 分 的 其 
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他 证 明 , 以 及 在 各 个 方向 上 的 推广 ,已 由 下 述 诸 人 给 出 :Fejér and F. Riesz [1], 
Francis and Littlewood [1] ,Hardy [2],Hardy, Littlewood , and Pólya [1 ] , Mulholland 
[1,3] ,Owen [1 ] ,Pélya and Szegö [1, I ,pp,117,290] ,Schur [1], F. Wiener [1 ]. 
其 中 有 一 些 推广 在 后 面 将 要 给 以 证 明 或 引用 . 

不 等 式 (9. 1.1) 与 8.2 节 中 所 讨论 的 一 般 不 等 式 属 同一 类 型 ,但 定理 315 并 不 
包含 在 定理 275 中 ,这 是 因为 


l 
Dn a 


发 散 , 要 注意 ,T csc a T( 按 照 定 理 295) 在 0<aw<1 PACH. AP ai. 


9.2 一 类 广泛 的 双 线 性 形式 


我 们 将 从 下 面 一 个 较为 一 般 的 定理 ?导出 定理 315. 
定理 318 设 p>1,p'=p/(p-1), 又 设 K(x,y) 具 有 下 面 的 性 质 . 
(i) 天 为 非 负 , 且 为 -1 次 齐 次 式 ; 


(i) K(x,1)x dx= [KCL yy“? dy =k; 


或 者 向 Kxz,1)xz ?是 x 的 一 个 严格 单调 递减 函数 ,KK(1,y)y -2 为 y 的 一 个 
严格 单调 递减 函数 ;或 者 ,更 一 般 些 ,( 拥 ')K(x,1)x -2 从 xx=1 起 单调 递减 ,而 区 间 
(0,1) 可 以 分 成 两 部 分 :(0,E) 和 (EE,1) ,其 中 有 一 个 可 以 为 0. 在 前 一 部 分 中 ,函数 
为 单调 递减 ,在 后 一 部 分 中 为 单调 递增 ,而 且 K(1,y)y-'? 也 有 类 似 的 性 质 . 最 后 ， 
我 们 假定 ,只 当 较 弱 的 条 件 ( 诞 ') 成 立时 ， 


(iv) K(x,x) =0. 
则 
(a) EE K(m,n)a,b, <k( E a) P(E E)”, 
除非 (a) 或 (b) 为 0; 
(b) by (2 K(m,n)a„) <k By 
Mak (a) #0; 
(e) X (X, KCm,n)b,) <K E b, 
除非 (b) 为 0. 


在 每 一 种 情形 下 , 求 和 都 是 从 1 到 %. 由 定理 286 和 定理 287 可 知 ,这 3 个 结 


D Handy, Littlewood and Pólya[ 1]. 该 定理 当 p =2 的 情形 本 质 上 属于 Schur [1] :Schur 假定 K(x,y) 是 两 
个 变量 的 单调 递减 函数 
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论 (a) ,(b) ,(e) 是 等 价 的 . 

可 以 将 上 面 的 假设 亲 明 如 下 . 

(1) 由 于 大 的 齐 次 性 ,条 件 全 中 的 两 个 积分 收敛 和 相等 这 一 结论 乃 是 因为 其 中 任意 一 个 收 
PULLA 

(2)“* 单 调 递 碱 "……- 等 名 词 在 整个 定理 中 乃 是 按照 严格 意义 来 解释 的 . 

(3 痉 可 为 0 或 1, 此 时 区 间 (0.5) 和 (#,1) 中 有 一 个 消失 . 

(4) 在 最为 重要 的 应 用 中 , 即 对 于 


Kani = 一 


+y 
的 情形 ADE AY. SEA RE (i) a RT : 
- EE 
K( x,y) Tray) el -yla (O0<a<1), T 
此 时 ,K(x,1) 在 x=1 处 为 无 穷 . 在 此 类 情形 下 ,为 了 要 把 相等 的 对 (m,mj) 从 求 和 中 除去 ,我 们 要 


用 到 条 件 ( iy). 
容易 看 出 ,车 m 与 n 为 正 整数 , 且 求 和 是 就 r=1,2,… 来 取 的 , 则 


> 太 K(z,Dz- dr =k, (9.2.1) 

= K[1, com | z)? FKA yy dy =k. (9.2.2) 
理由 如 下 , GAR Az , 

N [De 0.23) 


对 n 求 和 即 得 (9.2.1). 着 仅 ( 首 ) 成 立 , 则 对 r>n 和 r<én 时 用 (9.2.3) Xt En <r 
<n 时 用 


Kk( 工 ， 1) (= z) 全 < 三 NK aM) dx 


注意 K(1,1) =0, 则 对 Lee (9.2.2) 的 证 明 与 此 相同 . 
因此 ,有 


YYK(m,n)ab = 了 YY ok (2) 5x2)” pray, 
其 中 ,由 (9. 2.2)， | 
P= Z of E Komm (2) = a, > K(1, rag | ny" ~ <k E ah, 


除非 (a) 为 0; 同 理 ， 
O<k >", 


© SN Hardy, Litdewood and Pélya[ 1]. 
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除非 (8) 为 0, 此 即 证 明了 定理 , 
者 取 
K(x,y) = 
我 们 即 得 定理 315. 可 以 证 明 ,定理 318 中 的 为 最 佳 常数 ,但 在 这 一 方面 ,我 们 将 
只 限于 证 明定 理 317 ,而 不 及 其 他 . 


9.3 关于 积分 的 相应 定理 


关于 积分 的 与 定理 318 相应 的 定理 是 
定理 319 设 p>1,K(x,y) 为 非 负 , 且 为 -1 次 齐 次 式 , 又 设 


K(x,1)x "ds = FKA yy dy =k, 
则 
(a) f fF K(x. y)fl=)ely)dedy<h{ [prdx) (era ' 
(b) f? dy( | K(x,y)fla)dx) < 如 三 Pd， 


(c) f- de( f K(z.y)e(r)dy)” <k fe “dy. 

若 K(x,y) 为 正 , 则 在 (b) 中 不 等 式 成 立 ,除非 /到 0; 在 (ec) PKRFAMZ, RAE 
8 三 0; 在 (a) 中 不 等 式 成 立 , 除 非 / 三 0 或 g 三 0. 

可 以 用 9. 2 节 中 的 方法 证 明 该 定理 . 当然 ,在 这 种 情形 下 ,证 明 要 容易 一 些 , 我 
们 有 
[[K(x.y)fla)a(y)dedy = [Ke 人 


其 中 


z) gly) KY" (L) ” dedy < peg? 
P= [P ada [Kee ( Z)" dy =k [prde, =k | edy, 
若 K>0, 又 设 等 号 成 立 , 则 对 几乎 所 有 的 y’, 
ar(z)(=)” = Be’ (y)(2) . (9.3.1) 
若 给 定 一 个 y, 使 得 g(y) 为 正 且 有 限 ,而 且 使 得 上 面 的 等 价 关系 成 立 , 则 可 看 出 ， 


D 参见 9.5 节 , 常数 上 关于 = Lvp 为 凸 的 ( 仍 用 定理 295 ). 
DO 即 是 说 ,对 于 几乎 所 有 的 y,(9.3.1) 的 两 边 对 于 几乎 所 有 的 x 相等 .参见 6.3 Hd). 
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/"(*) 等 价 于 一 个 函数 C ,而 这 与 | ?dx WOOF IE. 因此 ,或 /或 g 为 0. 还 可 


以 证 明 ,该 常数 是 最 佳 的 . 
另外 一 种 有 趣 的 证 法 2 属于 Schur. RNA 


[7 f=) de K(x,y)g(y) dy = PA‘x) ds [PK (x2) (aw) du 
= [f(x) dr | KO ,w) g(x) dw 


= [7 K(1,w) dw [7 f(x) g(x) dx 
(假若 其 中 有 某 一 个 积分 收敛 的 话 ). 应 用 定理 189 于 内 部 的 积分 ,并 注意 
[e (xw) dx = [er (7) dy, 


则 得 (a) ;由 定理 191,(b) 和 (c) 都 是 推论 . 
A K(x,y) =1/(x +y) 即 得 定理 316. 以 后 (9. 9 节 ) 还 要 讨论 别 的 应 用 . 


9.4 定理 318 和 定理 319 的 推广 


(1) 下 面 的 定理 比 起 定理 318 来 说 ,在 某 些 方 面 要 广 一 些 , 但 在 某 些 方 面 又 要 
差 一 些 . 
定理 320 设 K(x,y) 是 x 和 Y 的 严格 单调 递减 函数 , 且 满 足 定理 318 中 的 条 
件 (1) 和 (Ll); 又 设 和 ,>0,u, >0， 
A, =A, +A, to" +A,, M, =a +h +t +m; 
Hit p>. 则 
SS RA Mn (Do (DO 
除非 (a) 或 (5b) 为 0%. 
特殊 情形 A, =m,M, =n 也 是 定理 318 的 一 种 特殊 情形 . 
我 们 使 用 一 种 具有 许多 用 途 的 方法 从 定理 319 导出 定理 320%. 我 们 将 A A 
M, 解释 为 0, 并 在 定理 319 中 取 
Kix) =Az an (AnS <An), 
g(y) =u” b, (My. Sy <M,). 
TER AE a, =0 3b, =0, 则 


D Schur{ 1]. Schur 假定 p=2. 
四 关于 p=2 的 情形 ,可 参见 Schur[ 1 ]. 
加 ”比较 6.4 节 ,并 参见 (例如 )9.11 P. 


. ne 
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fr fi KODA gly) dedy >A" pr anb KAn Ma) 


由 此 即 得 定理 320. 

若 K(x,Y) =1/(x+y) , 则 得 2 
A 
A,, + M, 


定理 321 => 和 


除非 (a) 或 (48) 为 0. 
(2) 定 理 318 和 定理 319 可 以 推广 到 任意 多 重 的 级 数 或 积分 . 
EH 320 设 n 个 数 p,g,…,T 满足 关系 

1 1 1 


T 
In Pn < sin( m/p) 


Dol wl “rl, Paua o - sl; 
K(x,y,…,z) 是 于 个 变量 zx,y，……z 的 一 个 正 函 数 , 且 为 -n+1 次 齐 次 式 ; 又 设 
Pe [KA ,y,,z)y tea dyed =k, (9.4.1) 
则 
p [fe fF Kas ,sf x) gy) hla) dedy de 
efira (few) (fray 
RG 


| yg KCL yy yer z) Pee K(x,l ,2), 
各 为 其 所 涉及 的 变量 的 单调 递减 函数 , 则 
SEs DS K(myn,-,s)a,b, 0c, Sk E œ) (E 站 
由 天 的 齐 次 性 ,(9.4.1) 的 收敛 即 隐 含 了 所 有 属于 同一 类 型 的 个 积分 的 收 
RAS. 
定理 322 可 以 从 定理 318 和 定理 319 的 证 明 直 接 加 以 推广 来 证 明 . 


9.5 最 佳 常 数 :定理 317 的 证 明 


还 须要 证 明定 理 317. 该 定理 说 明 : 定 理 315 和 定理 316 中 的 常数 a csc( n/p) 
是 “最 佳 的 ”(best possible) ,就 是 说 , 当 严 cse ( m/p) 代 之 以 任何 较 小 的 数 时 ,这 两 
个 定理 所 断言 的 不 等 式 必须 对 某 些 a ,b, 或 f(x) ,g(Y) 不 成 立 . 我 们 所 用 的 方法 
阐明 了 一 条 重要 的 普遍 原则 ,而 且 可 运用 于 许多 这 种 “ 负 “性 质 的 定理 的 证 明 


D Owen [1] 给 出 了 一 个 更 一 般 但 不 甚 精密 的 结果 . 
D 关于 p=g=… =r 的 情形 ,可 参见 Schur[ 1]. 
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之 中 . 
取 
sm bn 
其 中 e 是 一 小 的 正 数 ,可 假定 e <p'/2p. 我 们 又 用 0(1) 表 示 一 个 数 , 它 可 能 与 p 和 
有 关 , 但 当 p 固定 而 em 0 时 有 界 ; 又 用 o(1) 表 示 一 个 数 , 它 满足 这 些 条 件 ,并 且 
随 e 趋 于 0. 于 是 ， 


l = -l-g = -l-e = -l-z _ | 
—= [rae de< È m` <1+ fa dx =1 + 


i a 
因而 有 
Ea? = Em!" =—+0(1), E bf =—+0(1). (9.5.1) 
又 有 
anb, = [= -(hea)/p -(1+eyp' drdy _ = -l-e ” [lse)/p du 
5 fre y x+y i def u Tau 


藻 将 内 部 积分 中 的 下 限 代 之 以 0, 则 因此 而 引起 的 误差 小 于 x“/a, 其 中 为 正 且 
与 e KK iii 
l fa -l-a-« l 
“a! x dx =e 
因此 
b = a 4 l 
EE See > Paced fate At 4 O(1) 


es T 

= eo ee + 0(1)|+ O(1) 
mes T 

g 9 ea + o(1) ne 
由 (9. 5. 1) 和 (9. 5. 2) BATLLE, E k EDF n esc(mp) 的 任 一 数 , 则 当 e FE 
分 小 时 ,有 


anb, 
Zd) PEB)”. 


2 它 小 于 

L/s -B 

-ile 一 
J, u u B' 

其 中 

l +g | E 
oe as 
B Po p p’ 


若 e <p'/2p, WIK a = 172p. 
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这 就 证 明了 (9. 1. 1) 中 的 常数 是 最 佳 的 . 因 (9. 1. 1) 可 以 用 9.4 节 中 的 方法 从 
(9. 1.2) 推 出 , 故 知 (9. 1.2) 中 的 常数 也 是 最 佳 的 . 当然 ,我 们 也 可 以 直接 证 明 这 一 
结果 . 

另外 一 种 方法 是 当 m<p ,n<p 时 取 

a =m", b, =n 

在 其 他 情形 下 则 取 an =0,6, =0, 然 后 令 几 趋 于 无 穷 . 在 各 种 情形 下 ,原则 都 相同 ; 
我 们 取 a,, Ab, 依赖 于 某 一 参数 (e Mu) ,使 得 所 涉及 的 级 数 当 该 参数 趋 于 一 极限 
时 趋 于 无 穷 ,然后 对 于 靠近 这 一 极限 的 参数 的 不 同 的 值 来 比较 这 些 级 数 的 值 . 这 一 
方法 在 许 许 多 多 与 定理 317 属于 同一 类 型 的 定理 的 证 明 中 都 有 效 . 不 等 式 
(9. 1.1) 和 (9. 1.2) 肯 定 了 一 些 达 不 到 的 上 界 , 除 非 两 边 都 为 0, 等 号 不 能 成 立 . 因 
此 之 故 , 在 余 定理 的 证 明 中 就 必须 引入 一 个 参数 (e R u). 


9.6 关于 Hilbert 定理 的 进一步 论述 ” 


已 经 用 若干 不 同 的 方法 对 定理 315 和 定理 316 进行 了 证 明 , 它 们 有 着 各 种 各 
样 的 应 用 . 在 本 节 和 9.7 节 , 我 们 收集 了 一 些 论述 ,它们 既 涉 及 证 明 , 也 涉及 应 用 ， 
而 且 我 们 还 有 意 去 阐明 在 这 些 定 理 和 函数 论 中 若干 部 分 之 间 存 在 的 联系 . 

(1) 定 理 315 可 以 利用 推导 和 定理 321 时 所 用 的 方法 从 定理 316 得 出 . 定义 f(x) 
和 g(y) 如 下 : 


=e Lp“ 
9 


f(x) =a, (m-l<x<m), gly) =b, (n-l<x<n). 
可 以 看 出 ,此 时 有 
fe fi 人 ax)S8CY) a4 
站 一 了 x+y m +n 


但 在 这 里 我 们 还 可 以 稍 进一步 ,这 是 因为 对 于 0<a<1, 有 
l 
mt+n—-l-a ia 
因而 有 9 
basy 
m-l Ja-t% +y pere m+n-l 
若 现 将 m 和 n 分别 代 以 m+1 和 n+1, 则 可 得 定理 315 的 一 种 稍微 精密 的 形式 BD 
定理 323 若 定 理 315 的 条 件 满足 , 则 


D 我 们 把 定理 315( 加 上 较 深刻 的 定理 323) 以 及 定理 316 说 成 是 " Hilbert 定理 ”. 严格 说 来 ,Hilbert 的 
定理 是 定理 315 ,其 中 p=2. 
D ”积分 的 相伴 (associate) 元 素 关 于 取 积 分 的 正方 形 的 中 心 是 对 称 分 布 的 . 
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a,,b, a Py pP 
> > m+n+i ETET. 2, an) ( 2 br ) 
Hilbert 定理 的 几 个 另外 的 证 明 , 例 如 Mulholland[ 1 ) 的 证 明 ,8. 12 节 中 所 给 出 
的 Schur 的 证 明 ,下 面 所 给 出 的 Fejer 和 下 Riesz 的 证 明 , 以 及 Pólya and Szegi[ 1,1, 
p. 290 ] 的 证 明 ,也 都 是 以 这 一 形式 给 出 了 结果 . 后 面 3 个 证 明 只 限于 p =2 的 情形 . 
(2) Fejér 和 F. Riesz 的 证 明 是 以 解析 基数 论 作 基础 ,其 法 如 下 . 设 /(z) = 
Za,z" 是 一 个 不 恒 为 0 的 非 负 系数 的 N 次 多 项 式 . 于 是 ,由 Cauchy 定理 ， 


f f (2)de = -i [" f7(e*)e*do, 


因而 有 
[F de< 人 Po)drs 二 | (el) Pao, (9.6.1) 
或 


Hi Noo , 则 得 Hilbert 定理 ,但 其 中 ac =5., 且 以 "<" 代 ”<", 前 一 个 限制 并 不 

重要 ,因为 由 8.8 节 ,[2,2|] 中 的 对 称 双 线性 形式 具有 一 - 界 , 它 等 于 相应 的 二 次 型 

的 界 . 要 将 "三 " 代 之 以 ”< ”, 这 要 求 将 论证 精密 化 ,我 们 在 这 里 将 不 加 以 讨论 . 
(9.6.1) 中 的 第 二 不 等 式 可 以 写成 


f_ a) Pasi f. ice) |2d6， 
而 就 这 种 形式 ,不 管 a, 是 实 的 或 复 的 , 它 总 是 成 立 的 ,并 有 着 一 些 重要 的 函数 
论 应 用 
(3) Hilbert 原来 的 证 明 是 基于 恒等式 
fl > ( -1)'(a,cos rt ~ 6, sin nt) | dt=2n(S-T), (9. 6.2) 
其 中 
« a a a,b, 
5 了 
( 一 撤 表 示 :r =s 除外 的 那 种 r,s 对 ). 由 此 即 得 
2r15-7I<m| | > (- 1)'(a,cos rt ~ b,sin rt) | de = m $, (a? +b). (9.6.3) 
若 a, = 由, 了 即 消 失 , 此 时 即 得 


D SN Fejér and F. Rieszi 11. 该 不 等 式 对 于 任何 使 得 ZE la, 上 收 艇 的 放 z) 实 际 上 都 是 成 立 的 ( 面 且 是 
以 ”< "这 一 严格 形式 ) RAE Uz) =0. 而 这 就 是 Hilher 定理 的 一 个 推论 ,假若 该 定理 已 经 下 某 种 另 
外 的 方法 证 明了 的 话 . 
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(9. 6.4) 


fi 5 a,a 
pa r+s 
由 (9.6.4) 和 本 节 (2) 中 提 到 的 8. 8 节 的 论述 , 即 得 
È $ e $E ilS a+ YB). (9.6.5) 
HH (9. 6. 3) (9. 6. 5) Bp 


n= | $ 2 ao 


因此 ,根据 齐 次 性 , 即 得 


$ $ je $ ot e 


由 此 即 得 定理 294 的 第 二 结果 ,除了 常数 2m 不 是 最 佳 常 数 这 一 点 之 外 . 


tlea( $ a+ $ 8), 


9.7 Hilbert 定理 的 应 用 


(1) 作 为 Hilbert 定理 在 解析 函数 论 上 的 一 个 应 用 ,我 们 现 选取 下 面 的 结果 . 设 
A(z) 在 lz <1 中 正则 , 且 属 于 “ 复 Lebesgue 类 L” ,就 是 说 ， 


l fs ig 
;= | re") Id 0 


当 r<1 时 有 界 . Æ f(z) Æ" wureelfrei” ® , PEED, FE |z| <1 中 无 根 , 则 

f(z) = Zez =g (z) =(2 a 
其 中 ,g(z) 也 在 1zl <1 中 正则 . 因为 | lg(re”)1*d9 AR, EOE |a, |? 收敛 ,因而 由 
定理 323, 


la, | |a, | 
m+n+l 
KA 于 是 更 有 
le, | 
ri Lyall, % 
收敛. 


利用 解析 函数 论 的 这 一 部 分 当中 的 一 种 比较 熟知 的 方法 ,可 以 相当 容易 地 把 
这 一 结论 推广 到 一 般 的 f( 不必“ wurzelfrei” ) 上 去 % 于 是 即 得 定理 : 若 f(z) 在 1z| < 


D 德语 "无 根 "之 意 .一 一 译 者 注 
@ $R F. Riesz[3] ,Hardy and Litlewood[2]. 可 以 将 /表示 成 荆 中 两 个 " wurzelfrei" 函数 的 和 . 
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| 中 属于 上 , 则 它 积 分 出 来 所 得 的 畸 级 数 当 1z| =1 时 绝对 收效 .了 
(2) 作 为 Hilbert 级 数 定理 在 单 实 变 函 数论 中 的 一 个 应 用 ,我 们 现 来 证 明 
定理 3242 若 Fxz) 在 (0,1) 中 为 实 的 ,属于 了 , 且 不 为 0, 又 落 


a, = [ez)dx (n=0,1,2-…), 
则 
ya <m |f’ (x) dx. 


该 常数 是 最 佳 的 . 
显然 可 以 假定 f(x) =0. 于 是 ,由 Hilbert 定理 ,者 (4b,) 是 任 一 非 负 且 不 为 0 的 
序列 , 则 


Zab, = Db, jz)dr= K 5 box") f(x) de, 


(Zab y)’ s fic T b,x")? da [if (2) dx 


oS [S Cx) ds < E bp + [7 (a) dx, 


m+en+l 

由 定理 15 即 得 所 要 的 结果 . 

欲 证 明 常 数 立 是 最 佳 者 ,可 以 考虑 

f(x) =(1-2)?, 

然后 令 e RAF 0. 

积分 a, BRA f(x) E(0,1) PRE moment) ,它们 在 许多 种 理论 中 甚 为 重要 . 

在 这 里 ,我 们 已 从 定理 323( 取 疡 =2) 和 定理 15(Hilder 不 等 式 的 道 定理 ) 导出 
定理 324. 假若 愿意 , 则 可 将 论 理 反 过 来 , 即 从 定理 324 和 定理 191( 定 理 15 的 积分 
类 似 情 形 ) 导 出 定理 323(p =2). Re(x) = 了 bx" ,其 中 心 为 非 负 , 且 不 常 为 0; 又 
设 /(x) 是 任 一 非 负 且 非 0 的 函数 , 则 由 定理 324, 


| fedex = K È b,x" )fdx = 2 b, [ix"fax = 5 a,b., 
( [fedx) =(Zab) < Ta Eb <mn tse | d. 
因 上 式 对 所 有 的 7 都 成 立 , 故 由 定理 191 即 得 


D Hardy and Littlewood[ 2], 该 定理 也 可 家 达成" 若 短 级 数 g(xz) = b El <l 中 为 有 界 变 莽 , 则 
Zib Cae”. 关于 此 定理 的 这 一 形式 ,以 及 更 为 精密 的 结果 ,可靠 见 Fejer[ 1]. 

罗 一 个 更 为 广泛 得 多 的 不 等 式 ,但 却 缺 少 常 数 的 最 佳 值 ,是 由 Hardy and Littlewood [1 ] 证 明 的 . 也 参见 
Hardy{ 10]. 
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[ede <m E br: 


而 这 等 价 于 定理 323. 

显而易见 , 若 两 个 各 涉及 一 常数 因子 的 不 等 式 在 此 意义 下 为 “ 互 道 的 ”, 即 每 
一 个 可 由 另 一 个 利用 Hslder 不 等 式 的 道 定理 这 种 方法 导出 , 则 者 其 中 一 个 常数 为 
最 佳 的 ,其 他 一 个 亦 必 如 此 . 后 面 [9. 10 节 (1)j 还 将 过 到 这 一 原则 的 男 一 应 用 . 

(3) 作 为 定理 316( 取 p=2) 的 一 个 推论 ,我 们 现 证 

EE 325 设 a, 宇 0, 又 设 求 和 是 从 0 到 %m ,而 且 


A(z) = Sax", A°(x)= po (9.7.1) 
则 
EE tee BE ABO a, (9.7.2) 
[[A°(x) des f [e*A* (x) ]’da. (9.7.3) 
AA FARE FF EAR SY, REER. 7. 2.) (9. 7. 3) SESE HY. 
iE AA (9.7.3) ,注意 到 
A(x) = [eA (a) d= f e™A" (u)du, 
因而 有 
fA (x) dx = PEUS eA (udu), = fe dy( f eA" Cu)du) 
= fi duo( f° ealu)du) 
其 中 
alu) =e™"A" (u). 
由 定理 316 ,此 即 
fi dw fe “alu)du ["e-"a(v)de = I f eat) dudp< fa (u) du 


=m |i [ean (u) ] “du 


容易 看 出 ,常数 为 最 佳 者 . 函数 (9. 7. 1) 间 的 关系 在 发 艇 级 数论 中 是 重要 
的 ,特别 是 与 解析 丁 数 的 奇 点 有 关 时 是 如 此 


四 Widderf 1 ] ,Hardy[9]. 
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9.8 Hardy 不 等 式 


下 面 所 讨论 的 两 个 定理 乃 是 在 试图 简化 当时 所 知道 的 Hilbert 定理 的 证 明 时 
顺带 发 现 的 . © 
as 315 的 一 种 不 完全 的 形式 : 若 as 和 了 外 收效 , 则 二 重 


LED 2 2 he, 则 我 们 便 可 自然 地 如 下 进行 . 按 对 角 线 m =n 对 此 二 重 级 数 分 
array S, ,S,， ,而 来 考虑 部 分 S, ,其 中 m<n. FE 
A 


amba a,b, A 
i X 2 m+n 2, 2 na : a 


其 中 
A, =a, +a, +°** +a, 
因 Zb WO, A RY DPA? 收敛 时 收敛 ,因此 ,和 欲 证 明 S, 收敛 ,只 须 证 
明 最 后 一 个 级 数 的 收敛 性 可 以 从 Zu 的 收敛 性 推导 出 来 即 可 . S, 的 收敛 性 亦 可 同 
法 证 明 . 
上 述 证 明 的 线索 逐渐 引出 下 面 的 定理 ,并 为 下 面 的 定理 所 完善 . 
定理 326 若 p>1,a, 宇 0,4A, =a, +a, + +a., 8) 


A [BVs 
= (=) nl Eat, (9.8.1) 
除非 所 有 的 a 都 为 0. 此 常数 是 最 住 的 . 
关于 积分 的 相应 的 定理 是 
定理 3279 HE p>1 f(x) F0,F(x) = [ AO, 


三 二 ] dc 人 (二 i) fisd, (9.8.2) 


除非 /三 0. 该 常数 是 最 住 的 . 

这 两 个 定理 是 由 Hardy [2j 首 先 证 明 的 ,只 是 Hardy 没有 能 够 确定 定理 326 中 
的 常数 . Landau [4] 补 救 了 这 一 缺陷 . 该 定理 的 大 量 的 其 他 证 明 已 由 许多 作者 给 
出 ,例如 Broadbent [ 1] , Elliott [ 1 ] ,Grandjot [1] ,Hardy [4] ,Kaluza and Szegs [1], 


D 经 过 了 很 长 一 段 时 间 , 才 出 现 了 Hilben 二 重 级 数 定 理 的 真正 简单 的 证 明 . 
2 我 们 已 经 在 第 7 章 中 迪 到 这 一 定理 ,不 过 那里 所 给 出 的 证 明 ( 仅 当 p =2 时 才 详 细 给 出 ) 主要 是 用 来 
阐明 变 分 方法 ,并 没有 特别 追求 它 的 简单 性 . 
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Knopp [1]. 我 们 先 给 出 定理 326 的 Elliott 的 证 明 , 然 后 给 出 定理 327 的 Hardy 
的 证 明 . T 

(i) 在 证 明定 理 326 时 ,可 设 a, >0. 理由 如 下 . ABS a, =0, 并 以 凡 fRa,.,, 
则 (9. 8. 1) BIEX 


(2+) + (2) tered (Pa) a +b +e), 
这 是 一 个 比 (9. 8. 1 ) 本 身 更 弱 的 不 等 式 . 


现 将 A,n 记 作 a, ,并 约定 ,任何 以 0 为 附 标的 数 都 为 0. 则 得 
a” - one a, =o — [nee -~(n-1)a,_,]a’' 


np\ n-l pa 
nalte 4 etio- l)a +a., ] 


sia, = not, |. 


p-l 
因此 
N A Nof 
NOOS -a -1 
pi lar ha 
于 是 ,由 定理 13， 
$ daB F as ( 半 人 (9.8.3) 
用 右边 最 后 一 个 因 了 于 ( 它 必 然 为 正 ) 来 除 两 边 ,并 将 所 得 的 结果 自 乘 p 次 , 则 得 
> w“< 人 5) > a’. (9.8.4) 


Hi N 趋 于 无 穷 , 则 得 (9. 8. 1 ) ,只 是 以 “三 "代替 了 ”< ". RHE, TUAH o 
为 有 限 . 
回 到 (9. 8.3), 并 以 %w 代 NN, 则 得 
一 上 -1 ry a’ izp lp 
Sos TT a, S7 gl PPIE y, (9. 8. 5) 


在 第 二 不 等 式 中 不 等 号 成 立 ,除非 (a?) 与 ( 必 ) 成 比例 ,就 是 说 ,除非 a, = Ca ,其 中 
Cn KK. 若是 如 此 , 则 (因为 a, =a, >0) 必 有 C 等 于 1, 因 而 对 于 所 有 的 n,4, = 
na, 这 仅 当 所 有 的 a 都 相等 时 才 有 可 能 ,而 这 与 Za MOE RIB. 因此 ， 


D 我 们 推广 了 这 些 证 明 , 以 便 处 理 等 号 何 时 出 现 和 的 问题 ， 
2 Hie FEY. 
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E a < TT) (ET ah) (9. 8.6) 


于 是 ,正如 从 (9. 8. 3) 得 出 (9. 8.4) 那 样 ,从 (9. 8.6) 即 可 得 (9. 8. 1). 
欲 证 明 该 常数 因子 是 最 住 者 ,可 取 
a =n 7 (n<N), a,=0 (n>N). 
则 得 


1 
a re 


= ` v ?> J (nN), 
0 


I 


>) < 
其 中 , 当 nm 一 时 e,— 0. 由 此 即 得 


z (=) > > (4) > > (S O -m E a, 
其 中 , 当 N 一 wm 时 ,nw 一 0. 因此 ,车 a, 如 上 选取 ,NN 为 充分 大 , 则 任何 形 如 


:se 


的 不 等 式 都 是 不 正确 的 . 
男 外 一 种 做 法 就 是 对 于 任何 rn Bla, =n?" PRG e 很 小 . 比较 9.5 节 可 
以 看 出 ,该 处 我 们 所 依循 的 就 是 这 种 做 法 . 


(i) 可 以 假定 /不 是 零 东 数 . 设 n>0,=min(f,n) ,F, = f fade JER X, BX, 
使 得 /因而 f.,F, 当 半 >X 时 在 (0,X) 中 不 是 零 函数 . RNA 


[eee 
eR 


因为 由 .=o(x) ,可 得 已 积分 出 来 的 项 在 x =0 处 为 0. wees 


lp" 


RE yar m a Me: z) e | (J za)” Rete 


因 左 边 为 正 ( 且 有 限 ) , 故 由 此 即 得 


| (3) s(a S 


在 上 式 中 令 "一 ,其 结果 无 异 把 两 个 附 标 n AM, FL, Xe , 则 得 
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这 就 是 所 要 的 结果 ,不 过 以 “大 " 代 “ < ". 在 (9. 8.7) PES n 一 % ,然后 再 令 XX 一 
œ , 则 得 


Fs da(|) frdx, 


Iz) esal (EY) (rm (9. 8. 8) 
因 其 中 所 出 现 的 积分 现 已 知 都 为 正 且 有 限 , 故 由 (9. 8.8) , 即 得 
| dx 加 f Fda, 


除非 x-? 严 与 f? 事实 上 成 比例 . 但 这 是 不 可 能 的 ,因为 这 会 使 得 成 为 x 的 一 个 方 
次 ,因而 [fde 发 散 


常数 为 最 佳 者 的 证 明 可 依 前 面 的 同一 线索 得 出 : 当 x<1l 时 取 f(x) =0, 4 xe 
1 时 取 f(x) s PE, 
定理 326 的 Elliott 的 证 明 经 浅显 的 修改 即 可 运用 于 定理 327. 在 ( ii) 中 所 给 出 的 定理 327 的 
证 明 可 以 用 于 级 数 ,但 却 不 能 得 出 常数 的 最 佳 值 . 
Gu) 定理 327 的 下 述 证 明 ( 属于 Ingham) GERA RE ,我们 只 想 证 明 以 ”和 "出现 的 形式 . 运 
用 定理 203 ,而 在 其 中 假定 积分 的 区 间 各 为 (0,1), 权 函数 都 为 1, 又 设 r=1,s =p>1,f(x,y) = 
f(xy). 于 是 ,对 于 xs 和 1 ,有 


Mi flay) = fiflay)de =, 


ME flay) = [fana] [Eh seca] [Eh pra)” 
于 是 ,由 定理 203, 即 得 


[BS] <( fra faraz yra)". 


& x =X/ef(X/e) =g(X) ,并 以 zf 代 X,g, 然 后 令 eo , 即 得 所 要 的 结果 
9.9 进一步 的 积分 不 等 式 


定理 326 和 定理 327 有 着 许多 类 似 情 形 和 推广 ,它们 是 由 一 些 不 同 的 作者 以 
不 同 的 方法 证 明 的 . 在 这 里 ,我 们 给 出 其 中 的 一 部 分 . 先 考虑 积分 不 等 式 , 因 为 其 中 
大 部 分 可 以 从 定理 319 用 一 种 简单 而 且 一 致 的 方法 导出 ,而 关于 级 数 的 相应 定理 
有 时 还 多 少 牵 涉 一 些 额外 的 小 膝 烦 . 

(1) 在 定理 319 中 取 


lp 


l/y (xsy), 


anit -0 (x>y). 
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于 是 ,者 p>1, 则 
=. |e -Wpa -bi OP 
k= 上 K(x,1)x dx = fix de =P 
且 天 满足 所 有 的 条 件 . 因此 ,由 定理 319 中 的 (b) 和 (ec) , 即 得 


f [1f fds) <} fi f'a, 


Fe(f ew) <h) fei 


(9.9.1) 


(9.9.2) 


这 些 不 等 式 中 ,(9.9. 1) REEM 327, PEU" <" 代 "<". 我 们 不 能 从 该 
一 般 性 定理 中 引用 ”< ”, 因 为 天 并 不 总 是 为 正 . 若 对 于 某 个 非 0 的 ,在 (9.9. 1) 中 


等 号 成 立 , 则 对 于 非 0 MOS A ,有 


| Keretas aal ra “(fee)” 


于 是 ,由 9.3 节 的 论证 可 知 ,对 于 x*<y(9.3.1) 成 立 , 且 当 zx ghi} =C, GX 


与 |/?dx 的 收敛 性 相 矛 盾 - 


同 法 可 证 (9. 9. 2) 中 的 不 等 号 成 立 ,除非 g 为 0. 经 过 简单 的 变换 即 得 


定理 328 #p>l, 


F(x) = Fede, 
则 
| dr <p? F pas, 
除非 /三 0. 该 常数 为 最 佳 者 . 
(2) 更 一 般 地 , 命 r>0, 取 
l =x)! 
Ki x,y) ARG y 
0 (x>=y) 


当 r=1 时 , 即 为 (1). 现在 有 


SNG | -l7 r-l 
k= ray" Wies de ea 


于 是 划 得 
定理 329 #p>l,r>0, 5 


f(x) A (ee) f(t) de, 


(9.9.3) 


(9.9.4) 
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则 
] P 
/ 3) | pp 
Mi L) du < Pen |"dv， (9.9.5) 
除非 /=0. 车 
fbx) = Bey fF (ea) PU) a, (9.9.6) 
则 
1 
[rfid < wh] F prde, (9.9.7) 
Fr+ 一 
P 


除非 f=0. 在 这 两 种 情形 下 ,常数 都 为 最 佳 者 . 

(9.9.4) 中 的 函数 f(x) 就 是 具有 “原点 ”0 的 f(x) 的 r 阶 “Riemann-Liouville 
积分 ”. CRR (O. 9. 6) Æ r BRA“ Weyl 积分”, 它 在 某 些 方面 要 方便 一 些 ,特别 是 在 
Fourier 级 数论 中 是 如 此 . 

(3) 命 a<1/p', 取 


o -| = Sy) 
0 (a >y) 
则 
k= fee Pde =P 
由 定理 319 之 (b) 和 (e) 即 得 
人 人 al fF fedr, (9.9.8) 
f= lied (Fa a(y)ay) < (TH roa | pnr (9.9.9) 
变换 记号 , 即 得 


定理 330 若 p>1,r 关 1 F(x) 


FADa Cr>1) 
F(x) = 


PADa a 
则 


D 参见 10.17 节 . 定理 329 的 一 部 分 是 Knopp [3] 证 明 的 . 
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fia de< (Er) fone, (9.9. 10) 


除非 fm 0. 
该 常数 是 最 佳 的 . 容易 证 明 , 当 p=1 时 .(9.9. 10) 的 两 边 相等 ， 


9. 10 ”关于 级 数 的 进一步 定理 


在 定理 326 的 类 似 情形 和 推广 中 ,我 们 现 选 取 下 面 的 结果 . 

(1) 下 面 的 定理 与 定理 326 之 间 的 关系 ,正如 定理 328 之 于 定理 327 相似 . 

定理 3313 若 p>1, 则 

X (a, +a,,, +)’ <p” S (na,)’, 

除非 (a, ) 为 0. RRMA RES. 

该 定理 就 9.7 节 (2) 的 意义 而 言 是 定理 326 的 逆 定 理 , 就 是 说 , 它 可 从 后 一 定 
理 利用 Holder 不 等 式 的 逆 定 理 导出 , 详细 地 写 出 这 证 明 是 有 教 益 的 ,虽然 我 们 所 
说 的 总 起 来 不 过 是 把 前 面 所 作 的 更 一 般 的 解说 就 一 特殊 情形 重复 一 次 

# K( x,y) 9.9 节 (1) 中 所 定义 , 则 由 定理 13 和 定理 326 ,有 

22 K(m,n)a,b, = 2, 2 fate - y een ue a a 


n 


T 


TEE ELA 


e S aP A, (9. 10. 1) 


除非 (a) 或 (5) 为 0. 


另 一 方面 ， 
SD K(m,n)a,b. = Da (72+ De 4. 小 


而 对 于 使 得 Za =1 的 所 有 (a)， a 15 ,上 式 的 极 大 值 是 


p/p 
| > (天 + oH fos “| 
因此 ,由 (9. 10.1), o 
LT e)" < P(E R Sp E D. 


m m+l 


D 关于 直接 的 证 明 ,可 参见 Hardy{ 3]. 
D Copson[ 11, 也 参见 Hardy[ 6]. 
2 参见 8.7 节 . 
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xf bn 改作 man ,p' 改 作 p, 即 得 定理 331. 
常数 p" 为 最 佳 者 这 一 结论 可 从 9.7 节 (2) 的 最 后 论述 得 出 . 
(2) 定 理 332 车 p>1,a, 宇 0,A, >0， 
A, =A, +A + + A,.A, = Aa + A a, + °° +A,a,, 
则 


> a3) oe 5 Aa’, 


除非 (a,) 为 0， 

该 定理 与 定理 326 之 间 的 关系 正如 同 定理 321 之 于 定理 315 一 样 , 它 可 以 用 
许多 方法 来 证 明 . 首先 , 它 可 从 定理 320 经 过 特别 选取 大 而 得 出 ( 如同 在 9.9 节 中 
定理 327 之 从 定理 319 推出 一 样 ) ,但 等 号 何 时 出 现 的 问题 此 时 需要 稍 加 欠 意 . 最 
简单 的 证 明 也 许 就 是 直接 采用 9. 8 节 中 Eliot 的 方法 . 若 a, =4./4, , 则 可 得 


ee ee ee ene a ee ee 
p-!l p-l 


所 要 的 证 明 可 仿照 9. 8 节 来 完成 .~ 

该 定理 也 可 由 定理 327 通过 选取 /为 一 适当 的 阶梯 哺 数 而 得 出 (此 即 9.4 节 
中 由 定理 319 推出 定理 320 所 用 的 方法 ). 我 们 将 不 把 它 详 细 写 出 ,但 这 一 论述 引 
起 的 一 些 问题 ,9. 11 节 中 多 少将 会 谈 到 一 些 . 


9.11 从 关于 积分 的 定理 推出 关于 级 数 的 定理 


刚才 所 提 到 的 而 且 在 9.4 节 中 实际 上 已 用 过 的 推导 方法 是 非常 自然 而 且 常 常 
也 是 有 效 的 . 但 它 却 容易 引出 一 些 细节 上 的 困难 ,因而 通常 宁可 采用 直接 的 方法 . 
欲 要 并 明 这 一 方法 ,我 们 现 由 定理 327 推出 定理 326 ,这 顺便 还 使 我 们 给 出 了 一 个 
本 身 相 当 有 意义 的 论述 . 

首先 注意 到 ,只 需 在 a, An 的 单调 递减 序列 这 一 假设 下 来 证 明定 理 326 Ep 
T. 这 可 从 一 个 定理 得 出 ,该 定理 值得 单独 来 叙述 . 

定理 333 Ha, 除 次 序 之 外 已 经 给 定 , 又 设 由 (4u) 是 已 的 一 个 正 的 单调 递增 
函数 , 则 


D 关于 详细 情形 ,可 参见 Copson{ 1]. 
2 EFH EME ARMM) ,可 参见 Hardy[4 ]. 
D 比较 6.4 节 和 9.4 节 (1). 
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当 a, 依 降序 排列 时 为 最 大 . 

和 欲 证 明定 理 333 ,我 们 只 需 注意 , 若 v >p H a, > a,, 则 因 交 换 a, 与 a, 的 效果 
fi A, 4n<p Razr 时 不 变 ,而 当 j<n <v 时 为 增 大 . 该 定理 是 第 10 章 将 会 大 为 
详细 讨论 的 那 一 类 型 的 其 中 之 一 . 

现 设 a, 单调 递减 ,又 设 定理 327 已 经 证 明 . 定义 /(x) 如 

f(x) =a, (n-l<x<n) 
ny 
5 a’ = [isi de. (9.11.1) 


若 n<x<n+1, 则 
F(x) a +a, + +a, +(%-—n)a,,, A, — na + xa,,, 
x x x% 
H. 
A, -na,,, 20, 


因而 当 x MA nihan tl NS Fx 从 4 Vn 下 降 到 4,,,/(n+1). 


于 是 有 
Fao (n<ex<enel), 
因而 有 
(E a> > (=). (9. 11.2) 


由 (9. 11.1) ,(9.11.2) 和 定理 333 即 得 定理 326. 

假若 读者 要 想 用 同 法 从 定理 328 推出 定理 331 ,他 将 会 发 现 一 些 困 难 . 从 积分 
过 渡 到 级 数 造 成 了 一 些 损失 ,而 且 也 绝 不 是 经 常 (就 像 这 里 ) 可 以 不 损伤 最 终 的 结 
果 而 能 过 渡 到 的 . 


9. 12 Carleman FBX 


F TEEM 326 Pic a, 代替 a WG 
a” +a," $+ +a!” P p P 
tee eee < (5) Ea, (9. 12. 1) 


n 
EF po ,并 利用 定理 3, 则 得 
Z (ala…a)”<eyYa; 


该 结果 启发 我 们 想到 下 面 一 个 较为 完善 的 定理 . 
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定理 3344 (ga0a) "<e Fa,, 
除非 (a, ) 为 0. 该 常数 是 最 佳 的 ， 

我 们 自然 会 想到 利用 定理 9 来 证 明 这 一 完善 的 定理 ,但 将 定理 9 直接 用 于 
(9.12.1) 的 左边 是 不 够 的 & 要 补救 这 一 点 ,我 们 将 定理 9 不 用 于 ai ,a,,…,a, ,而 
用 于 cta ,Cc242,… Can 选取 诸 c, (8784 Sa, 接近 于 收敛 的 边界 时 ,这 些 数 “大 致 
相等 这 就 要 求 c, KKE n 的 阶 . 

这 种 想法 提示 了 下 面 的 证 明 . 我 们 有 


2Z(aia…a) = | 


看 | ln 
C,G, CC 4, 


Cy C2 Ca 


=-|/n ] 
< 》 (cere) = 6a. 
i] n m&n 
. i -lm 
= 人 anen 2 (aeee) 7". 
= n 


欲 使 内 部 的 求 和 容易 处 理 ,选取 


l 
(cicy…c ) f 


"=n+1, 


此 时 


=— (m +1)” i C 面 ë # =i7n p | — a 
于 征 ,由 定理 140, 


E (aaa) S 了 


除非 an 4 0. 
可 以 依照 9.5 节 的 方法 证 明 此 常数 为 最 佳 的 . 例如 可 以 取 a: 当 n<n 时 ,a, = 


一 ; 当 n > 几时 ,a =0,9RGS u FI. 


相应 的 积分 定理 是 
定理 33S2 若是 一 个 非 0 函数 , 则 


fowl hn Adler <e A) a 


A nEn 


= > a,,(1 +5) <e > (s S 
m mt 


D Carleman{ 1 |. 这 里 所 作 的 证 明 属于 Pólya[2]. 一 个 欠 精 密 的 收敛 定 理 ( 缺 常数 e) 已 由 -一 些 别 的 作者 
独立 地 得 出 ,该 定理 还 有 若干 个 这 种 或 那 种 形式 的 证 明 . 参见 Collingwoodf 见 Valiron 1 »p- 186 ,那里 
有 一 个 属于 Littlewood 的 证 明 ] ,Kaluza and Szeg5[ 1 ] ,Knopp[ 1] , Ostrowski[ 2, pp. 201—204 ]. 

DY (aaa) me YY ane D a 袜 工 ,但 右边 一 般 是 发 散 的 .该 证 明 失败 了 ,因为 在 


aar a, 中 的 这 些 a“ 太 不 相等 了 " AML (a) 4B @(a) 时 就 严重 失效 . 
® Knopp[1]. 
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9.13 当 0<p<1 时 的 定理 


直到 现在 我 们 一 直 假 定 定理 中 所 涉及 的 参数 p 都 大 于 1. 但 其 中 有 许多 定理 
对 于 p 小 于 1 也 有 类 似 的 结果 ,本 节 将 对 它们 作 一 次 选择 . 这 两 种 情形 之 间 特 有 的 
差别 就 在 于 ( 正如 我 们 在 经 验 过 Hilder 不 等 式 和 Minkowski 不 等 式 之 后 所 预料 到 
的 ) 不 等 号 反 号 . 

(1) 定 理 336 若 人 (x,y) 为 非 负 , 且 为 -1 次 齐 次 式 ,0 <p <1, 又 设 

f K(x,l)x de = [KC yy dy =k<o, 

则 

(a) f° [K(x flxda(y)dedyea{ fe fras) (Ferdy) 


(b) [i ay( [PKC flxdde) =k [7 (x) de. 


在 这 里 ,依照 3. 1 节 和 6.5 节 的 规定 , (a) 表 示 “ 着 该 二 重 积分 和 右边 的 第 二 
积分 为 有 限 , 则 右边 的 第 一 积分 亦 为 有 限 , 且 ……”;(b) 则 表示 “车 左边 的 积分 为 
有 限 , 则 右边 的 积分 亦 为 有 限 , 且 ……". 

ARH 9.3 节 中 的 方法 , 则 (a) 之 证 明 与 定理 319 中 (a) 之 证 明 相同 . 因 我 们 
是 就 p<1 运用 Holder 不 等 式 的 , 故 不 等 式 反 号 . 要 从 (a) 导 出 (b) ,可 求助 于 定理 
234. 请 读者 自己 去 拟 出 当 p<0 时 的 相应 定理 ,并 考虑 等 号 何 时 出 现 的 问题 . 

ARMA HEIR K=1/ (x+y) ,因为 这 样 一 来 ,k= oe. 因此 就 不 存在 与 Hilbert E 
理 完全 类 似 的 定理 . 

(2) 定 理 337 #0<p<1 f(x) 20, 


frise, 
又 设 
F(x) = Ad, 


f(z) (E) fire. 
除非 [=0. 该 常数 是 最 住 的 ， 
取 


K(x,y) =0 (x<y), K(x,y) = 二 (x2y), 
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从 而 可 以 从 定理 336 以 一 种 TE 定理 337 , 此 时 

k= [rx P dx = = 
用 这 种 方法 去 证 明 整 个 定理 ,必须 要 讨论 定理 336 中 (因而 定理 234 中 ) 的 不 等 式 
方向 . 因此 ,我 们 就 采用 一 个 类 似 于 9.8 节 中 所 用 的 直接 方法 . 


可 以 设 
[fod f(t) a 
为 有 限 AA ae ABR EF CZ HE]. 
我 们 有 
TEN al te hey +, E ne 
J ) k= PSI rape es fax. (9.13.1) 
AA F Bai x 的 增 大 而 下 降 , 故 当 x 一 0 和 x 一 w 时， 


x F(x)=2 (722) 部 7 “<2 | ， e ) ae 
赵 于 0. 于 是 ,由 (9. 13. 1) 取 极限 即 得 


(eh (rs) A 


清 读者 自己 去 完成 定理 的 证 明 . 
关于 与 定理 330 相对 应 的 更 为 完善 的 结果 ,可 参见 定理 347. 
(3) 最 后 ,我 们 来 证 明 一 个 定理 , 它 与 定理 326 之 问 的 关系 大 致 与 定理 337 之 于 定理 327 Hi 
似 , 这 种 对 应 不 是 十 分 确切 的 . 这 一 定理 阐明 了 在 一 个 涉及 级 数 的 定理 中 固有 的 一 些小 麻烦 , 
定理 338 了 老 0<p<l,Yo<om, 则 


p (aN (EY zat, 


除非 (qa, ) 为 0. 左边 和 号 上 的 一 报表 示 站 =1 的 那 一 项 要 表 上 
] 


i + 
| 


-p 
ik HH iE. 
在 定理 337 中 取 
F(x) =) (O<x<l), (x) =a, (0 <nsx<n+1), 
FE, #0<nSr<cn+1, By 
F (n4+l-x)a,+a,,, +: a, + sl 二 
— = — 
x x i = 
因此 ,有 


D 这 个 定理 的 要 领 是 在 1927 年 由 Elion 告诉 我 们 的 ， 
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fr (Eyes F(t) 


(a + dy + sen )P 
h(E) i = (ay + a + YP [le Pads = wien e 
由 定理 337 BOR) Br Be ay Ba 
(Qe FEM Ra — Be i Br fa & BY BB AE i a he AS EB RA AR — E 
wi. 


9.14 带 有 两 个 参数 p Mq 的 一 个 定理 
我 们 现 用 一 个 定理 来 结束 本 章 ,该 定理 虽然 仍旧 是 Hilbert 定理 的 一 个 推广 ， 
但 却 具有 一 些 在 本 章 前 面 的 任何 定理 中 所 没有 出 现 过 的 特点 . 它 涉 及 两 个 相互 无 


关 的 指标 p Al gq 和 一 个 未 定 的 常数 (p,q). 
定理 339 = 


因而 


=< anb, : J ph 
Xd Gran NN (2b) 
其 中 大 = 天 (p,9) 只 与 户 和 49 有关. 

当 g =p',A =1 时 ,该 定理 即 化 为 定理 315 ,此 时 ,我 们 知道 了 K 的 最 佳 值 . 在 一 般 
情形 下 ,最 好 的 值 还 没有 求 出 ,而 且 很 难 确 定 它 . 后 面 (10. 17 节 ) 将 证 明 一 个 较 深 的 
ER HPA <1 mtn 则 代 之 以 lm 一 nl( 相等 的 值 则 从 求 和 中 例 掉 ). 

RUER, Zah =A, Bbl = 也， 


2 "之 (m t < KA'B”, (9. 14.1) 
要 证 明 这 一 点 ,由 定理 13 ,只 需 证 明 
yg < KB”, (9. 14.2) 


D Wa =l, =,= =0. WY p > 本 时 结果 就 不 对 关于 该 结果 的 男 一 种 形式 ,可 参见 定理 345. 
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其 中 
b, 
Bn = 2 (m +n)’ 
A 
T 
B, Ss m`’ > b, =m*B_, 
Bp’ =q. 因此 ， 
SP < om" R = sf) ea 
m 
但 
B, 二 ~ b, < mit i ja leg < Bm", 
Do < 
H. 
p -9 +qg-pA =0, 
故 由 定理 326, 有 
Be, < avs (Te) < (4) 8 = KB" 
m E q = 1 
此 即 证 明 (9. 14.2). 
同 理 可 证 
定理 340 在 定理 339 的 同样 假定 之 下 ,有 
"°° f(x)gely) Se id i a 
Í | (x + ET ai i K(f 7"dz) (J g'dy) 
9.15 各 种 定理 及 特例 
定理 341 (ida, b, f(x) ly) BAER RMB 1 到 om ,积分 是 从 0 到 m ; 
GD Eas ) P =A (EB) =B.( | fra)" =F,( fay)” =G;Qvjp >1, 则 
b 
sy a < pp'AB, (1) 
J | BBO) dedy < pp'FG, (2) 


max{ x,y) 


PRAE(a,,).(b,.) V(x) ely) PRATA O. 该 常数 是 最 佳 的 . 


| 这 是 定理 318 与 定理 3l9(a) 中 的 某 些 情形 , 为 了 缩 握 下 述 定理 的 叙述 ,我 们 规定 :条 件 (i)， 
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(全 ,向 对 于 所 有 这 些 定理 都 已 预先 假定 ,又 规定 ,只 要 结论 是 由 一 个 带 有 确定 的 常数 大 的 不 等 式 


X < KY (或 * > KY) 
fey. WW AK 具有 最 佳 值 ( 除非 已 经 明确 表示 出 另外 的 情形 ) .而 且 等 号 是 不 成 立 的 ,除非 定理 中 所 
涉及 的 一 个 序列 或 晒 数 为 0 
另 一 方面 , 当 结 论 是 用 
X < KY 
以 一 个 没有 详细 说 明 的 常数 天 表 出 时 , 则 大 是 该 定理 中 诸 参 数 的 一 个 函数 ] 
定理 342 若 p>1, 则 


2 LLL < ese? = + AB, (1) 
m-n p 
[[ ep rely dedy < mese? + FG (2) 


(这 也 是 定理 318 和 定理 319(a) 的 某 种 情形 .在 这 里 ， 
{ln -pi 2 me T 
k= | ae ae dx = tr csc ae 
定理 343 ff p>l W 
ES Gai e aP Vi ee /be yp 
2. 2 mn ln mn į al 2, ==) > (=) i 


{ Mulholland[ 2 ]. 因为 


In tt ea. 
m m 


故此 结果 比 之 在 定理 321 中 由 取 4。 = In mM, =n n 所 得 的 要 稍 强 一 些 .) 
定理 344 大 0<p<1, 则 | 
之 (an + dns +7)? > p” E (na, )?. 
( Copson[ 2 ]. 该 定理 与 定理 326 ,331 338 一 起 做 成 了 一 个 系统 的 定理 组 . ) 
定理 345 在 0<p<l, 则 


二 
x (Ste) > pP Sat. 


(这 是 定理 344 的 推论 . 比较 定理 338 BA (AA RAS AEE ERY. ) 
定理 346 Gla)e>l,s, =a, +a, +++ +a, M(b)e<l.s, =a, +a, + W 
Sne =e KEn“‘(na,)? (p>), (a) 


Ens > KEn“(na,)? (0 <p <t). (B) 
(在 这 4 种 情形 中 无 论 哪 一 种 ,人 =K pic) ,有 如 在 定理 341 的 后 面 所 规定 者 . 参见 Hardy and Lit- 
tlewood[ 1 ]. 
我 们 现 就 c >1 KER a). t 


由。 三 站 ”十 《站 村) 一 二 
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则 p, <Kn'~*. 于 是 , 若 约定 so =0, 则 有 
Fn = Vb, ILE DX ACEEA, 
< KY nspa, < K( nna, P)" (Sn) 
由 此 即 得 (a). Hardy and Littlewood [2] 4th T (cx) 和 (B) 在 函数 论 方面 的 应 用 . 重要 的 是 c=2 的 


情形 . ) 
定理 347 若 r> 和 下 满足 定理 330 的 条 件 , 但 0<p<1, 则 


fe” Fedr > (r) N. 


( Hardy[ 5]. ) 
定理 348 车 
oly) = 了 oemn7， 
A p>ti, il 


| 


CHR K( x,y) =y~'e -7 并 运用 定理 319(b). Hardy and Littlewood [1,2] 给 出 了 一 些 较 广泛 但 
从 精密 的 结果 ,他 们 还 给 出 了 一 些 在 函数 论 方面 的 应 用 . ) 
定理 349 车 A, 和 4, 满足 定理 332 中 的 条 件 , 则 
DA, (a adeg) A < eZA,4,.- 
(参见 Hardy[4]. ) 
EH 350 若 p>1,K(x) >0, 且 


JKC) de = $(s), 


ee 


[JEENA et dedy < o(—-)( far 2rrde) ” ( foray) 
Jas( fannar) < o°(—-) x? ra 
jea fC ay) < e(z) [rede 
特别 地 , 当 K(z) =e…“,F(z) = f KCay)/Cy) dy JB fC) BY" Laplace 变换 "时 ， 
[Frdx < —)[xr2pedx, xP? Fda < al —) |r de: 
定理 351 车 K(x) hex 的 单调 递减 函数 ,是 
A(x) = 2a,K(nx),A, = fax) K(nx) dx, «Bs 
则 


[AP(x)de < (=) Zne -2a IAr < (7) 2a (x)dr, 


1 
p 
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J xp- (rz)dr< 和 (六 r) Eaz, Zn’? 4 <p (7 r)a (x x) de. 
定理 352 F(x) Bf x) Laplace BIR, A I <ps<?2, iil 
< pp 
Ir dr < o (fras) . 
(关于 上 上 面 的 3 个 定理 ,可 参见 Hardy[ 10). 定理 350 可 以 从 定理 319 经 变换 而 得 出 . 我 们 设 
有 断定 定理 352 中 的 常数 是 最 佳 的 . ) 


定理 353 FF 
K(x) 20, 
K,(x,y) = [Ro (xt) Kol yt) di, 
Ky(x,y) = eee 
pea ,1) 
则 


之 hrmn)ana, SkE ER (m,n)a,a,. 
(参见 Handy[9]. 该 定理 是 一 个 关于 二 次 型 而 不 是 关于 线性 型 的 定理 . ) 
定理 354 
zy mo, a, < nd EA 


m + n 
定理 355 
zI- aen, 4, £255 — 
max( m,n max( m,n) 
[这 两 个 结果 是 定理 353 的 推论 . 注意 到 , 当 与 定理 315 结合 使 用 时 ,定理 354 即 给 出 


vy eee 


wt, E T Sat. 
这 与 定理 342 是 一 致 的 . ] 
定理 356 Ë 
c(x) = one. —t)dt, 


AP = fx-'[x*a(x) }Pde, BY = fa- Cabla) Jedu, 


C = fe [x%e(x) |‘ de, 


I | 1 
p>i, 4>l, 一 所 一 + 一 ， 
r P q 
a<!, B<l. y=a+8-1, 


则 
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其 中 
Td -oa)T(l - 
a) 
定理 357 车 
aig = bo 三 0, Ca = aob, + a,6,_) tes 中 anbos 
AP = En` (n°a,)”, BY = En`'(nËb,)", C = En`! (n'e, )', 
pqr. y 满足 定理 356 中 的 条 件 , 且 0<a<1,0<p8<1, 则 C<K45, 其 中 天 与 定理 356 的 大 相同 . 
Ha <0,8<0, Ws REAR KE K 成 立 . 
定理 3538 FF 
ay = bo ot = Co = 0), 
Ua = Za, br, Ck (r = 0, 之 万 = n), 
则 
l 


Su? : +t[r( 去 )] Zna) +.. En- 


定理 359 车 p>1,!>0,m>0,c(x) 如 定理 356 中 所 定义 , 则 
jat mt eP x) ds < K[x1-D 09-0) aP (x)dafztt -0D BP x) de, 


其 中 
K = [QTY 
r(l +m) 
符号 成 立 的 充 要 条 件 是 


a(x) = Arlle CS, b(a) = Bete |, 
Hp A,B,C 是 非 负 常数 ,C HEE. 
(关于 定理 356 至 定理 359, 可 参见 Hardy and Littlewood[3,5,12]. ) 
定理 360 者 L(x) 是 f(x) 的 Laplace 变换 ,g 宇 p>1, 则 
fxr- rn (x) de < KF. 


定理 361 着 p>1,g>1， 

l l 
H p + P = 
L,M Æ f.g 的 Laplace 变换 , 则 


f ““LMdx < KFG. 


定理 362 H p>lO<p<—-,X 


Eln 
则 
E a (tmp) g KAPP), 


( 该 定理 可 从 定理 339 利用 Holder 不 等 式 的 道 定理 得 出 . Hardy and Littlewood [1 ] 给 出 了 许 
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多 另外 的 与 定理 360 至 定理 362 具有 同样 一 般 性 质 的 定理 . ) 
定理 363 FA,AIE.A 


p>, A, =a, ta, +t +a,, Ay HAD +o +A, Sen, 


则 
A. if 
={—} A, < KAP. 
ey. 
定理 364 FAE. H 
p>, r>1l, Ap tag ter 二 Ai sen, 
则 
a,b, 
之 之 Amen S KAB. 
m+n 


4r=) 时 该 结果 不 一 定 成 立 ( 但 当 和 A,=1 时 成 立 )， 
(这 两 个 定理 是 定理 326 和 定理 315 的 相应 推广 ,可 参见 Hardy and Littlewood[ H ]. ) 
定理 365 定理 326 和 定理 334 中 的 不 等 式 乃 是 


zg t (Por) + + lon) < KG) Ba, (i) 


当中 =x(0<t<1) 和 由 =In x 时 的 特殊 情形 . 

(Knopp[ 2]. 这 一 论述 曾 使 Knopp 对 使 得 (1) 成 立 的 中 的 形式 作 系统 的 研究 , 也 参见 Mulhol- 
land[ 4]. ) 

定理 366 设 由 和 和 由 当 x >0 时 连续 且 严 格 单调 递增 , 且 当 x 一 0 时 具有 极限 0 或 -w ;又 设 
中 关于 由 为 百 的 (3.9 节 ). WORE p RI. WH y RRL, BAK) SK e). 

( Knopp[2]. ) 

定理 367 


i/a, la, ate La = | 
ee cee, 
i 


(Knopp! 2 |. ) 
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10.1 有 限 变 量 集 的 重新 排列 


下 面 讨论 由 非 负 数组 成 的 有 限 集 ,例如 
as °°" aj," 8, 30, ,0 ; 
E 5°88 45°" 48, | 
我 们 把 诸如 此 类 的 集 记 作 (a) (b), 

Et (7) ,使 得 当 j 跑 

过 1,2,…,n 时; 取 1,2,…,n 中 的 每 一 数 恰好 一 次 . 大 

dy, =a, (=1,2,…,.n), 
MEK Ca’) 是 (a) 的 一 个 重新 排列 . 同样 的 定义 也 适用 于 /具有 不 同 变 程 的 其 
他 情形 . 

集 (a) 的 重新 排列 中 有 一 些 特殊 的 重新 排列 在 这 里 特别 重要 . 这 些 重 新 排列 ， 
我 们 以 

(a), (a`), (`a), (a°) 
记 之 ,其 定义 如 下 . 

集 (a) 帮 是 集 (a) 按 升序 重新 排列 所 得 的 集 , 因 此 , 当 j 的 值 为 1 ,2,…,n 时 ， 
BRIG a 中 会 有 某 些 相等 的 情况 ,此 时 集 (5) 是 由 集 (a) 明确 定义 的 ,但 在 定义 从 
(a) 过 渡 到 (a) 的 排列 晴 数 时 却 存 在 着 含糊 不 清 之 处 . 

在 定义 集 (a” ) ,(“a),(a" ) 时 ,我 们 假定 7 从 一 n ÆR) n, Ra’ ) 定 义 作 

a, 2a; 2a_, 2a; =a,2°, 
集 (“a) 则 定义 作 

"ay Z'a S'a, B'a 2a, 2°. 
有 一 种 特别 重要 的 情形 ,其 中 每 一 个 a 的 值 , 除 最 大 者 之 外 ,都 出 现 偶数 次 ,而 最 大 
的 值 则 出 现 奇数 次 . 在 这 种 情形 下 ,我 们 就 说 集 (a) 是 对 称 的 . 此 时 集 (a" ) 和 ( a) 
完全 相同 ,于 是 可 记 


因而 a“ 定义 作 
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&4 2a; =a‘, 2a, =a,2°* 
集 (a" ) 可 以 说 成 是 对 称 下 降 . 集 (a' ) 和 (“a) 则 是 安排 得 尽 可 能 接近 于 对 称 下 降 
的 集 , 但 有 一 边 却 不 可 避免 地 要 占 优势 ,而 我 们 则 是 有 系统 的 安排 得 分 别 有 利于 右 
边 或 左边 . 所 有 这 些 集 都 是 由 (a) 明确 地 定义 的 ,虽然 在 相应 的 排列 函数 的 定义 之 
中 可 能 会 有 含糊 不 清 之 处 . 
注意 
a’ = Aa (10.1.1) 


10.2 有关 两 个 集 的 重新 排列 的 一 个 定理 


先 来 证 明 一 个 有 关 集 (a) 的 非常 简单 但 却 很 重要 的 定理 . 
定理 368 了 若 (a) 与 (6) 除 排列 之 外 都 已 给 定 , 则 
= ab 
当 (a) 和 (6b) 依 同 一 方向 单调 时 ( 即 同 为 单调 递增 或 同 为 单 减 时 ) 为 最 大 , 依 相 反 
方向 单调 时 为 最 小 ,就 是 说 ,我 们 有 


6 <} ajb; < > a5, (10. 2. 1) 

FA I RJ A, FA AS ab iris. 故 可 假定 有 一 个 集 , 例 如 (a) ,从 开 
始 就 按照 我 们 所 意愿 的 任何 次 序 (特别 是 按照 上 升 次 序 ) 排 列 . 

也 可 以 把 该 定理 同样 完善 地 表述 为 : 极 大 值 对 应 于 就 2. 17 节 中 的 意义 而 言 的 
(a) F(b) 的 " 排 法 相似 ”, 极 小 值 则 对 应 于 ”* 排 法 相反 "2 若 将 a 解释 为 从 一 条 根 
的 一 端 到 它 上 面 的 各 个 挂钩 之 点 的 距离 ,把 解释 成 悬 在 各 个 挂钩 上 的 重量 , 则 此 
定理 即 变 为 直观 可 见 "的 了 . 要 想 获 致 关于 棍 的 一 端的 最 大 静 力矩 ,我们 就 把 最 
重 的 物体 挂 在 离 该 六 点 最 远 的 挂 钓 上 . 

要 证 明 该 定理 ,我 们 假定 (a) 是 按 升序 排列 ,但 (8) 则 不 然 . FE FERT] 
MEA k tE a Sa b, >b A 

ajb, + a,b, - (a;b, + a,b,) = (a, - a;) (b; - b,) 20, 
故 将 b b AAACHR AT, RE Tab 减少 . TTA PR PAE RR , AN ATG b $e Ft 
的 次 序 排列 , 故 
Zab <= ab. 


D 该 定理 以 及 定理 369 对 于 所 有 实 的 但 不 一 定 是 正 的 和 4 都 成 立 . 
o 就 现在 的 记号 ,定理 43( 其 中 +=1,p =1) 可 以 表示 成 425b.1 .< 2a Tb, <aLas, 
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定理 的 男 一 半 可 用 同 法 证 明 ， 
由 这 一 证 法 顺便 还 可 得 出 定理 368 的 一 个 变形 , 它 有 时 颇 为 有 用 . 
定理 369 若 对 于 (6b) 的 任何 重新 排列 (48') 都 有 
Lab’ < Lab, (10. 2.2) 
则 (a) 与 (45) 排 法 相同 . 
理由 是 ,车 对 某 一 对 j,k, 有 (a -a )(b - 5.) <0, 则 将 5 与 5 交换 , 即 可 使 
(10. 2. 2 ) 不 成 立 . 


10.3 ”定理 368 的 第 二 个 证 阴 


我 们 要 来 考虑 定理 368 关于 两 组 以 上 的 变量 的 类 似 情 形 . 这 些 情形 要 深奥 得 
多 ,不 可 能 用 这 种 简单 方法 来 证 明 . 因此 ,我 们 就 给 出 定理 368 的 第 二 个 证 明 ,该 证 
明 虽 然 对 于 它 的 直接 日 的 来 讲 存在 毫 无 必要 的 麻烦 ,但 却 通 宜 于 介绍 我 们 后 面 所 
要 用 到 的 方法 . 我 们 只 限于 (10. 2. 1 ) 中 的 第 二 不 等 式 ,并 把 证 明 分 作 三 步 . 

(1) 先 设 我 们 所 考虑 的 集 全 由 0 和 1 组 成 ,我 们 用 德 文字 母 Q,5,… 表 示 这 种 
特殊 的 集 ( 的 元 素 ). 于 是 ,对 于 所 有 的 )， 

a =Q,D” =b. (10.3.1) 
此 时 ， 
sabs Zn, Labs Eb, 
因而 有 
Sab < min( Ta, Tb) = SaD. 
(2) 任 何 集 (a) 都 可 分 解 成 (1) 中 所 讨论 的 那 种 特殊 类 型 的 集 
(a), (a ),, (a)? 


的 线性 组 合 ,使 得 


a =a'a toed +e aai (=1,2,.,n), (10.3.2) 
和 

a =a +at + +at (=12…n)， (10. 3. 3) 
其 中 系数 a 为 非 负 . 


分 解 的 方法 可 通过 一 种 特殊 情形 而 看 得 很 清楚 . 设 (a)( 依 某 种 次 序 ) 一 共 包 
含 三 个 数 4.,8,C, 其 中 0<4< 生 BEC, 因而 
=A, =B, =C 


于 是 


© a Epia” a HHE a :在 (10.3,1) 中 ,a? Pea ROME (AAR ER PK — Pt. 
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a, =A°1l1+(B-A)O+(C-B)0, 

a, =~A+1+(B-A)1 +(C-B)0, 

a, =A°l+(B-A)1+(C-B)1; 
从 而 可 记 


其 中 
a =A, oo =B-A, a =C-B, 
mila), (a), (a WEER: 
(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1). . 
车 此 时 施行 将 (a) 变 为 (a) 且 同时 将 (a ) ,… 变 为 (na ),… 的 排列 , 则 得 
a, =a n; +n; +a nm. 
在 一 般 情形 下 ,我 们 也 依 样 进行 , 即 记 
G@, = a@,:1+(a-4@,) -0+(a4,-&) .0+…， 
@, = 4,°1+(a,-a,)°-1+(a-a@) .0+…， 


IX PRUE T (10. 3.3) ,而 (10. 3.2) 则 如 同 在 上 面 的 特殊 情形 中 一 样 经 重新 排列 后 即 
可 得 出 . 


(3) 由 (1) 及 (2) 可 推出 一 般 性 定理 . 因为 将 (5) 依 (2) 中 方法 分 解 , 则 得 
a= Dae, a= Poem, b= Derry, b= Lee, 
Dab = d Love’ dy aby < I, Yop’ 2 aby = D ab, 

j pP g j p g j Í 


10.4 定理 368 的 改 述 


将 定理 368 以 另外 的 语言 重新 表达 出 来 ,对 以 后 雄 为 有 用 ,我 们 现 假定 ,在 和 焦 
(a),(6) * Py MK -n RAR n. id 
f(x) = Zax g(x) = Zir, 
并 称 
ao = (zxz)) 
为 的 中 心 系 数 ,显而易见 ， 
C(f(x")) = CY(2)). 


Da! 即 由 此 排列 定义 . 
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5 a,b, = 5 a,b_, = (fg). 


r+s 20) 


集 (o* ) 和 ( *6_,) 的 排 法 相同 , 且 车 令 
f(s) = Safed, ‘f(x) = Trae’, 
因而 由 (10. 1.1) ,有 
f(x") =°f(x), 


于 是 由 定理 368 即 得 
S(fg) = 2 ab, = ab; <= Èa; = 2 a;b, = €(f'*g). 
由 此 即 得 
定理 370 ”对 于 (a) 和 (5) 的 重新 排列 ， 


y ws bx 
的 中 心 系 数 当 (a,) 和 (b_;) 排 法 相同 时 为 最 大 ,特别 是 当 (a) 即 (a ) 和 (4b) 即 (“5b) 
时 ,或 当 (a) 即 (a) 和 (45) 即 (b”) 时 为 最 大 . 


10.5 有 关 三 个 集 的 重新 排列 定理 


现 来 讨论 几 个 涉及 三 个 变量 集 的 定理 . 
定理 3719 设 诸 c,x,y 都 为 非 负 , 且 诸 c 为 对 称 单调 递减 ,因而 


cn = CI = C SC, 三 CC 之 … 之 Ca = Cas 
而 诸 x 与 y 除 排 法 之 外 已 经 给 定 . 则 — 
s= > Sen, 


(x) A(x" )(y) Ay’) BRERA. 
SB IL, RR A, WR AE a SRE (xe) AC x) Aly) AC y) 
时 取 到 . 
ER 372? 设 (a),(b),(c) 是 满足 关系 | 
a, >a, =a., ba 2b, =b, co Be, = e_,(10.5.1) 
的 三 个 集 , 则 对 于 使 得 a, ,b,co 不 动 的 重新 排列 ， | 
$ a,b,c, = ©( Tax’ b,x le 


r+a4+t20 


D Hardy, Littlewood and Pélya[ 1]. 
@ Hardy and Littlewood[ 4 ] ,Gabriel[1 ]. 
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当 (a),(b),(c) 为 (a" ),(b" ),(e”) 时 取 其 极 大 值 
定理 373 了 若 (a),(b),(c) 是 三 个 集 , 其 中 (c) 依 10. 1 节 的 意义 为 对 称 , 则 


2 a,b,c, = 2 a, be = > “a.bic,. 

只 需 证 明定 理 373 即 可 ， 因为 它 包含 了 其 他 两 个 定理 . 首先 ,定理 373 万 是 免 
除了 限制 (10. 5. 1 ) 的 定理 372, 对 于 (a) 和 (4) 来 说 是 完全 免除 了 ,对 于 (c) 则 是 部 
分 免除 了 . 要 从 定理 373 导出 定理 371, RIS 2k =n,x, =a.,,y, =b,, 并 假定 在 区 
间 ( -上 k,k) 之 外 的 a 和 4 都 为 0, 最 后 ,我 们 可 以 看 出 ,定理 370 乃 是 在 定理 373 中 


取 cy =1, 取 其 余 的 c 为 0 这 一 简单 情形 . 
10.6 将 定理 373 化 为 一 种 特殊 情形 


正 像 10. 3 节 中 那样 ,我 们 把 定理 373 的 证 明 分 为 三 步 . 证 明 的 全 部 困难 是 在 
(1) 这 一 步 ,此 时 (a),(8),(c) 乃 是 (a),(b),(e) 型 之 集 . 因此 我 们 暂时 先 把 这 一 
步 视 为 当然 成 立 , 而 来 处 理 较 容易 的 (2) 和 (3) 这 两 步 . 

首先 ,可 以 将 (a),(45),(c) 分 解 成 集 (aq?) ,(6b"),(c) 之 和 ,使 得 


= Era, b= Day, «= Lrg, 
P 


= 2,005", b = LPY. C; = vq". 
ix BAY a,b Autti, Haß, y 都 为 非 负 ， 而 且 (这 是 10. 3 节 没 有 出 现 的 一 
FA) SRC") FER PRAY. 所 有 这 些 都 可 用 10. 3 节 (2) 中 的 方法 来 证 明 2 当 把 这 些 都 
完成 了 ,并 且 已 经 对 (a),( 了 ),(c) 型 的 集 证 明了 定理 ,我 们 就 有 


È abe, = BD py F arbre; 
P.T.T reset =O 


r+p ei 


< Leer 2 or bre" = 2 abe. 
于 是 证 明 即 告 完 成 . 
还 需要 对 所 有 的 a,b,c 都 为 0 或 1 这 一 特殊 情形 来 证 明定 理 & 集 “ 既 为 对 
称 , 就 包含 偶数 个 0 和 奇数 个 1 ic 
f(x) = Zax, g(x) = Eb’, h(x) = Zox. 
因为 我 们 可 以 把 任意 多 个 0 加 到 这 些 集 中 去 , 故 可 假定 所 有 的 求 和 都 是 从 


D Gabriel[3). 

S 向 使 利用 10.3(2) 节 中 的 方法 所 得 到 的 集 (c" ) 依 10. 1 节 的 意义 为 对 称 , 我 们 可 将 与 等 于 0 的 y" 相 
对 应 的 那 种 "上 略 去 . 

D 因此 ,严格 说 米 ,我 们 应 当 将 a,4,e 写作 a,b,t, 但 此 记 法 没有 太 包 的 必要 . 
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-nä n. 
又 ,我 们 有 
P(x) = Sate axr" ter tl ger gn”, 
tgl) = E'bx =x tee td ger gn’, 
h'(x) = Box =x tert tee tax’, 
其 中 R,R',S,S' ,7 都 是 非 负 整数 ,而 且 
R<R' <R+1, S&S <S+1. (10. 6. 1 ) 
我 们 要 来 证 明 
S(feh) < CF gh"). (10. 6. 2) 
不 等 式 (10. 6.2) 可 以 借助 一 个 几何 表示 变 得 很 “直观”. 设 *,y 是 平面 上 的 直 
角 坐 标 ,并 将 f,g,h 的 各 个 非 零 系数 用 一 直线 表 出 ,对 于 a, =1 用 x=7r, 对 于 b=1 
用 y=s, 对 于 c =1 用 x+y= -tt. 阁 a,b,c 对 &(Jgh) 提 供 一 个 单位 , 则 此 三 条 直线 
相交 . PBC eh 中 的 每 一 个 都 是 用 一 族 平行 线 表 出 ,而 (jgh) 则 是 这 些 直 线 三 
线 共 点 的 交点 的 总 数 . 将 广 ,“g,h" 也 同 法 表 出 , 广 还 被 R+1 +R' 条 竖 直 直线 表 
出 ,然而 现在 移动 这 些 直 线 使 其 尽 可 能 靠近 在 一 起 . 图 1 和 图 2 中 所 示 的 就 是 典型 
的 图 形 : 这 里 的 (a) (b), C RAER 
1,0,1,0,0,1,0,0,1; 
1,1,0,0,1,1,1,0,0,1; 
1,0,1,0,0,0,1,0,1,0,0,1,0; 
而 
ot, Asl; 352 Oo Ss. Tez 
从 直观 上 可 以 看 到 ,交点 的 数目 ,有 如 图 2 中 所 示 , 当 图 像 是 尽 可 能 密集 时 为 最 大 . 


J 


IN 
Pe evel 
SADDA 


T 


SRN CONSA WN 
SF ON <i INNA 
SAK 三 NS 
SA 下 


y 


图 1 fgh 的 图 像 图 2 f*,*e,h* AYP 
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(10. 6.2) 的 证 明 可 以 用 几何 形式 表 出 了 ,并 依据 图 形 来 做 . 可 以 从 各 个 图 形 中 
取 去 一 条 横 线 和 一 条 直线 ,如 在 图 中 用 粗 线 所 示 的 那样 ,而 把 现在 所 考虑 的 情形 化 
为 一 种 较为 简单 的 情形 . 但 我 们 宁可 将 该 证 明 用 纯 分 析 的 形式 表 出 . 


10.7 证 阴 的 完成 


有 三 种 附属 的 情形 ,其 证 明 是 较为 容易 的 ， 
(DER =0, 则 广 化 为 1, 所 要 的 结果 已 包含 在 定理 370 之 中 ; 
(2) 47 S =0, 则 “gg 化 为 1, 所 要 的 结果 仍 包含 在 定理 370 之 中 | 
(3) 设 
R+S <T7,R' +S<T. (10, 7.1) 
AEREE ,我 们 都 有 
S(fgh) = > a,b,c, S Ea, Eb, = (R+1+R')(S +148'), 


(10.7.2) 
但 当 不 等 式 (10.7.1) 成 立时 ， 
Ef gh?) = CL? gee +) 
TES g 的 所 有 系数 之 和 ,因而 有 
Sf gh*) = > a,b, = > a, ¥ b, = (R+1+R')(S +1 +58"). 


(10. 7. 3) 
所 要 的 结果 从 (10.7.2) 和 (10.7.3) 即 可 得 出 . 
现 来 考虑 一 般 情 形 ,其 中 
R' >0, S' > 0, max(R +S',R' +S) = >T. 
假定 所 要 的 结果 已 对 
max(R+S',R' +S) <n 
得 到 了 证 明 ,而 来 运用 归纳 法 . 
议 x*? 是 /的 最 高 方 次 ,x” 是 g 的 最 低 方 次 ,并 记 
f-P =db.g-x =y/ -x =o, g- = 
H R' >0,5S" >0, 故 这 些 隐 数 中 没有 一 个 恒 为 0. 于 是 
feh = (b+x°)(x° +)h = dh +Xh, 
其 中 
X= + + vy. 


T 参见 Gabriel[ 3). 
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因 x? ob 中 的 最 高 方 次 低 于 x” ,xp 中 的 最 低 方 次 高 于 x**'“, 故 无 互相 遮盖 的 情形 
发 生 , 因 而 xX 中 所 有 的 系数 都 为 0 或 1. 因 有 的 系数 之 和 为 27+1, 故 得 
CXh) <27 +1, 


C(fgh) s €(dwh) +27 +1. (10. 7. 4) 
另 一 方面 ,我 们 有 
f eh = (p+) + 有 大 ”= ph +Xh’, (10. 7.5) 
其 中 
Y=x p+x 4 pax BS + ges! gpa pa E eye eS. 


xX 中 的 指数 所 成 的 序列 是 一 个 从 -R - SIER] R +S 的 连续 不 断 的 序列 . 我 

(ALE, R+S'5 R'+S 中 总 有 一 个 大 于 也 若 尺 +S >7, 则 由 (10.6.1) ,有 
R'+S2R+S'-12T, 
因而 从 -了 到 了 的 这 一 不 间断 序列 的 长 为 27+1 它 是 的 指数 序列 的 一 部 分 . 当 
R +S>7 了 时 同样 的 结论 也 成 立 . 因为 三 包 含 了 以 常数 项 为 中 心 的 长 为 27+1 的 
指数 的 不 间断 序列 , 故 得 
Ch*)= 27T+1, 

于 是 ,由 (10.7.5), 有 


Bf gh ) = CGVh')+2T+1. (10.7.6) 
但 
Dp’ (x) ae FY gee eet cs plx)? 
w(x) = epee E = W(x"). 
X 


max(R’ —-1+5,R+S'-1) = max(R’ +S8,R+S') -l=an-1l, 
于 是 ,根据 假设 ， 


Epph) < EG" yh) = C[ Gx") Ferh" (x) | 


= €[b(x) Tx) (7) | = Eppo. (10. 7.7) 
最 后 ,比较 (10.7.4) , (10. 7.6) , (10. 7.7) , 则 可 看 出 | 

EUgh) < O(f* gh"), 
于 是 我 们 的 证 明 即 告 完成 . 


D 不 一 定常 有 
Pee Oe a eee 


因为 车 R' = 及 , 则 此 多 项 式 就 属 偏 错 . 当 R' = R + 1 时 ,无 论 哪个 公式 都 成 立 . 
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10.8 定理 371 的 另 一 种 证 了 明 


定理 371 还 有 另外 一 种 证 明 . 该 证 明 虽 然 不 可 能 推广 用 来 证 明 更 为 一 般 的 定 
理 373 ,但 它 本 身 却 是 值得 注意 的 . 

我 们 要 证 明 , 在 使 $ 取 极 大 值 的 诸 x 与 诸 y 的 重新 排列 中 ,存在 一 个 重新 排 
列 ,使 得 当 


Ir|> Irl, [sl > [sl 
ay 
r'=-r<O0, s =-s <0 
时 ,有 
x,-x, 20, y,-y, 2O. (10. 8.1) 


根据 连续 性 ,可 假定 : 诸 x,y,c 全 为 正 , 诸 x 与 诸 y 全 不 相同 , 诸 c 除非 是 在 对 称 条 
件 , 即 c-, =c, 所 限制 的 范围 之 内 , 亦 假定 互 不 相同 . 

诸 x Sy 的 一 个 排列 通常 用 4 来 表示 . E A 满足 (10. 8. 1) ,我 们 就 说 它 是 “ 正 
确 的 ". 恰 有 一 个 正确 的 排列 C. 着 4 除了 当 r = -rr 或 s = -s 时 可 能 有 问题 之 外 ， 
满足 (10. 8. 1 ) , 则 称 4 H FRIERI”. E C 在 内 一 共有 2” 个 歼 正 确 的 排列 ,我 们 
把 此 种 排列 所 成 的 类 记 作 C. 最 后 ,我 们 用 大 表示 使 得 5 取 极 大 值 的 那 种 4 所 成 
的 类 . 我 们 来 证 明 C 属于 大. 

给 定 p ,就 可 以 把 请 x A 配 成 对 

站 (10. 8.2) 
或 配 成 对 
(artara i Mi SUl) (10.8.3) 
若 有 一 附 标 处 于 区 间 ( -上 ,k) 之 外 , 则 相应 的 + 或 y 就 用 0 来 代替 . 在 前 一 种 情形 
下 UK x, Aly, 留 下 来 没有 配对 ,同时 ,通过 适当 地 选取 p,i,j, 可 以 使 得 任何 两 个 
其 附 标 之 差 为 正 偶数 的 元 素 都 配 成 了 对 . 在 第 二 种 情形 下 , 留 下 来 没有 配对 的 元 素 
是 不 存在 的 ,而 且 可 以 使 得 任何 两 个 其 附 标 之 差 为 奇数 的 元 素 都 配 成 了 对 . 两 种 配 
对 方法 我 们 都 采用 ,不 管 采用 的 是 娜 一 个 ,我 们 的 论证 基本 上 都 差不多 . 
现 来 考虑 ( 比如 说 ) (10. 8.2) 的 配对 ,为 了 确定 我 们 的 想法 ,我 们 假定 pz0, 因 
而 有 
lp-ilS lp+il, lp-jls lp +ji. 
用 1,J 来 记 使 得 
Kap < Npsts Yp-y S Voss 


的 i 和 和 j, 因 而 与 1 和 J 相对 应 的 对 不 满足 (10. 8. 1). 这 种 对 称 为 “错误 的 ” ,其 余 为 
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“不 错 的 "对 . 车 p +i 在 ( -k ASH i p—i Œl -上 k,k) 之 内 , 则 将 x,,: 代 之 以 0， 
于 是 相应 于 zx 的 对 必 为 不 错 的 对 . 因此 ,除了 当 p =0 时 也 许 有 问题 之 外 , 必 和 存在 不 
是 1 的 i 和 不 是 了 的 j/ 
假若 对 于 某 一 给 定 的 p 和 某 一 给 定 的 配对 方法 ,不 存在 错误 的 对 ,我们 就 说 4 
“SEF p 是 不 错 的 ”, 和 否则 即 称 之 为 "关于 是 错误 的 “显而易见 ,C 关于 任何 p 都 是 不 
错 的 ,而 且 任 一 C', 除 了 对 p =0 或 许 有 问题 之 外 ,对 于 所 有 的 p 和 配对 方法 (10.8.2) 都 
是 不 错 的 . 此 外 , 任 一 异 于 C 的 4 必 关 于 某 一 p 的 配对 方法 是 错误 的 , 任 一 不 属于 C' 的 
4 或 关于 某 一 异 于 0 的 p, 或 关于 p =0 和 配对 方法 (10. 8.3) 是 错误 的 . 
现 来 (仍旧 考察 第 一 种 配对 方法 ,并 假定 p=0) 讨 论 置换 
VAEA Xps i Yp-J Ypes) 
在 $ 上 的 影响 ,该 置换 将 每 一 对 x,_, ,x,,/ 和 每 一 对 y,.),y,,j 各 自 互相 交换 . 
将 5 分 成 如 下 定义 的 九 个 部 分 和 : 
ð: r=p; s=p; 
Sı: r=p; s=p-j,p +j (j#J); 
3 r=p-i, p+i(i#l); s=p; 
a r=p;s=p-],p+]; 


S 

5 

Ss: r=p-l,p+l; s=p; 

Soe: r=p—-i, p+i(i#l);s=p-j,p+j (ÆJ); 

Sj: r=p-i,pti (i#/); s=p—-J,p+J; 

Ss: r=p-I,p+l;s=p-j,p+j (J#J); 

S,>r=p-I,p+l;s=p—-J,p+J. 
首先 ,显然 可 以 看 出 ~~? pe A ,Se 不 因 N, 而 受 影响 . 其 次 , 因 Ci =c; Ae 

S, = *, 2, (cj + C.jYpss) 
不 受 影响. 同 理 ,5, 和 
Sy = 多 (Opp pitY -1 HCL ppXy Vag F CryXpatVp-y + Cr sXpsV psy) 

也 不 受 影响 ,只 留待 考虑 5, 和 Su 

Bort x, ,和 xz ,对 S, 所 作 的 贡献 是 

X-i 2, (ci T c_i_1y pes) + a TT 2 《ci 十 J 

由 A, 产生 的 增 量 是 


D 指 (10.8.2) 或 (10.8.3). 下 面 所 说 的 "关于 P 是 不 错 的 (或 错误 的 )" 总 是 指 " 关 于 p 和 所 讨论 的 配 
对 方法 是 不 错 的 ( 址 错误 的 )”. 
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一 (x,., Esri) > (eci-) LG E = Ypes) 
J 


S, 中 总 的 改变 是 这 种 增 最 就 i 大 1 所 取 的 和 ,车 存在 上 和 i 闫 1, 它 即 为 正 , 因 我 们 所 
写 下 的 三 个 其 数 分 别 为 正 \ 正 m A EFE JA il, S, DK A AE! 
和 i 对 J ,S$S。 即 增 大 . 最 后 , 若 这 些 条 件 中 有 一 个 成 立 , 则 5 即 增 大 ， 

若 p 关 0, 则 存在 i/ 和 j 夺 J 儿 于 是 ,除非 4 关于 p 是 不 错 的 ,否则 S 总 是 增 大 ， 
无 论 哪 种 情形 ,也 不 管 什 么 样 的 p,S 总 不 减少 . 

SRA FRF C 则 A 或 关于 某 一 px0 或 关于 p=0 和 配对 方法 (10. 8.3) 是 
错误 的 , 于 是 ,由 上 述 的 论证 ,或 由 基于 配对 方法 (10. 8.3) 而 作出 的 类 似 的 论证 可 
AS 经 人 2,( 或 基于 男 一 配对 方法 而 作 的 相应 置换 ) 而 增 大 ,而 且 A 不 属于 天 因 
此 ,KK 包含 在 C' 之 中 .但 若 有 某 一 C' 不 是 C, 则 置换 OD, 即将 它 变 为 C 而 不 减 小 5. 
因此 ,C 属于 Kk. 

若 基 于 直接 定义 的 置换 使 用 其 他 的 同样 简单 的 证 明 方 法 ,似乎 是 难以 证 明定 
Ful 373 的 ， 


10.9 ”任意 多 个 集 的 重新 排列 


对 于 三 个 以 上 的 集 (a),…, 定 理 373 有 一 个 类 似 的 定理 , 它 可 从 定理 373 本 
喘 推出 . 
定理 374* 车 (a),(4b),(c),(d),… 是 由 非 负 数 做 成 的 有 限 集 ,(c),(d),… 
是 对 称 的 , 则 
2, bed. p? &, “bie, d (10.9.1) 


feiefé¢it: a 


假定 该 定理 当 所 涉及 的 其 有 上 -| 个 对 称 集 (c)， (d) « … 时 已 成 立 ,而 来 证 明 当 有 上 
个 时 也 成 立 . 我 们 将 利用 下 面 的 定理 , 它 本 身 也 是 多 少 值得 注意 的 . 
ERIS 若 (c ).(d ),… 都 是 对 称 单调 递减 集 , 则 由 


Q. = p ode (10. 9. 2) 


所 定义 的 集 ( 0) 也 是 对 称 单调 递减 的 ， 
HARANE ),(d” ) 来 证 明 此 定理 即 可 . 因 这 样 一 来 ,就 可 反复 运用 此 
项 论证 推 知 它 一 般 也 成 立 . 现 约定 , 若 无 相 反 的 申明 ,涉及 多 个 附 标的 和 数 都 是 就 


这 一 证 法 原则 上 与 Hardy , Littlewood and Pálya [1 所 用 的 相同 ,并 由 Hardy and Littlewood [6] 基 本 上 
重新 给 出 过 . 但 我 们 曾 把 它 作 了 相当 大 的 推广 ,R, Rado 博士 得 向 我 们 指出 ,这 一 证 明 的 原 有 形式 并 
不 是 无 可 争论 的 , 该 证 骨 的 另 一 种 形式 将 在 本 章 之 末 定 理 389 中 提 芭 . 

语 Gabricl| 31, 该 定理 当 其 中 所 有 的 集 都 为 对 称 时 的 情形 是 由 Hardy and Littlewood 14] LES A). 
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相 加 起 来 等 于 0 的 那 种 附 标 之 值 来 取 的 ， 
显然 有 Q- = 0,. 此 外 ,对 任 一 集 (x) ,由 定理 373 ,我 们 有 


> Xn Qn = » 740, = > %,¢, a, < Dae de = > Ow 


由 定理 369 可 知 ,0 Six, 的 排 法 相同 , 于 是 , 因 Q,, 是 m 的 一 个 偶 函 数 ,可 知 此 集 


为 对 称 单调 递减 . 
这 是 极 好 的 证 明 , 但 有 一 个 较为 简单 一 些 , 它 不 依赖 于 定理 373. 
为 方便 起 见 ,我 们 把 星 号 去 掉 , 并 假定 nO. 于 是 ,有 
Qn = Benard, + Zenr-rdri, 
求 和 是 就 r 宇 1 而 取 的 . 同 理 , 有 
Qnal = 了 casrdi- + Lust, 
相 减 ,并 利用 等 式 d _, =d, 和 di .,=d,-1, 则 得 


Qn “Wigi = 之 | enor, -d,.,) + enri-r(d,-t -d,) | = 之 Co le =Car) (dl ~d,). 
因 当 n>0,r>1 时, |n+1-r|<n+r, 故 这 里 的 各 项 都 为 非 负 . 

回 到 定理 374 的 证 明 , 现 定义 Q, 如 (10. 9.2) ,定义 Pn 如 

P, = 2. a,b, 
则 由 定理 的 丰 - 1 工时 的 情形 ,有 
Zabcd = BP,cd, < LPie' di +, 
换言之 ,我 们 有 
babed < 2 Pin = 2 PaO sew $ 

其 中 $(m) 是 使 得 Pa = Poem) BIAHA R, ED RTE 


Zabcde, S Zab Qum E 24, 6,0, = Tar tb, On = da, “b,c, die + 


此 即 (10. 9.1). 
由 定理 374 ,可 以 推出 有 
定理 376 任 给 有 限 多 个 集 (a),(45),…, 我 们 有 


? 


-nn f -yf “2y 


so tt ++ ++ 
Dana nbn nC l S ZG, anban b,c, C = Za, a", b bt ce” 


10.10 关于 任意 多 个 集 的 重新 排列 的 另 一 个 定理 


在 定理 373 和 定理 374 中 有 两 个 集 ， BN Ca) AICO) ,是 随意 的 ,而 其 余 的 集 则 服 


D bA 要 ce 人 fÈ a,byer:. Ae) 对 称 , 故 te, Eef 
© Gabriel[3]. 
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从 “对 称 " 这 一 条 件 . 这 一 限制 是 不 可 缺少 的 . (a) ,(b),(c) 皆 不 受 上 限制 , 则 一 般 
说 来 ,不 可 能 借助 符号 a' , a*，… 来 刻画 出 最 大 的 重新 排列 

但 存在 一 个 不 够 精密 的 定理 , 它 在 应 用 时 常常 同样 有 效 . 

定理 377 对 于 任意 的 上 个 集 (a),(b),(c),…, 有 


> abc S< K(k) $ ajbin, 
0 


feelers = ftiit =O 


其 中 尺 =K(k) 是 一 个 只 与 有 关 的 数 . 
假定 上 =3. 在 一 般 情形 下 ,证 法 基本 相同 . 
定义 集 (B8" ),(y" ) 为 
Ba =b, ya =e, (m20), (10. 10. 1) 
Bin = Bas Yin =Y (m20); (10. 10. 2) 
而 (8) 和 (7) 则 分 别 定义 为 :利用 将 (8 ) 和 (ce' ) 分 别 变 为 (5) 和 (ec) 的 置换 变换 
(6 ) 和 (y" ) 所 得 的 集 . FE, (B) 和 (7y) 是 对 称 集 , 此 外 ,因为 当 m=0 Ht ,b°, < 
bn Eca En , 故 对 于 所 有 的 n, RITA 
bs SBs OG SY, 
因而 对 于 也有 的 n, A 
b,<B,, Cn S Yn (10. 10. 3) 
我 们 还 需要 一 个 当 m <0 时 关于 BS My, BEFA 4Ynel 时 ,我 们 有 
by Sb), a M e Scl, CH (10. 10.1) 和 (10. 10.2) ,有 
Bl 三 人 ，y gc, (m <0). (10. 10. 4) 
利用 (10. 10.3) 和 (8B) 与 (y) 的 对 称 性 ,由 定理 373 可 得 
§ = 2, abe, < 2 B.Y. = 2 oa, B: Y, 


最 后 一 个 和 数 是 


DEP AR A ALAA 
于 是 ,由 (10. 10. 1) 和 (10. 10.4), A 
S< È, ssosn00," bcl + Ý scornoe,” b,c, + 》 ,oreo0, b, ch, 
+ > <02<06, bic =S, +S, +5, +S,. (10. 10. 5) 
TE Sı 中 ,s<0,r+s+!=0, 故 或 r>0, 或 1>0. 在 前 一 种 情形 下 ,a* 和 ac7* ,在 后 一 
种 情形 下 ,c” <c,,. 因此 ,无 论 哪 一 种 情形 ,在 5, 中 总 有 


a, biae, S a,_,b,.,c) + a,b,c... (10. 10. 6) 


中 参见 本 章 末 的 定理 388. 
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同 理 , 在 S, 中 有 
a beia Ea be + abe. (10. 10. 7 ) 
最 后 ,在 5 中,s <0,t:1<0 且 r+s+t=0, 故 r 宇 2,a, sai, HA 
Vid ect, S alabi ct ， (10. 10. 8) 


假 帮 现在 将 (10. 10.6),(10. 10.7),(10. 10. 8) 中 所 给 出 的 各 典型 项 的 上 界 代 入 
(10. 10. 5 ) 中 ,并 注意 在 这 些 上 界 中 附 标 之 和 常 为 0, 则 得 
S<(1+24+2+1) Ý, ajbi =6 》 arbre}; 


r+sti=0 rés¢te0) 
此 即 证 明了 和 定理， 


10.11 应 用 


这 些 定理 在 Fourier 级 数论 中 有 着 重要 的 应 用 . 由 定理 376 容易 推 知人 0 了, 若 
| fa) = Dae, f) = > ae, 
其 中 mw = |a,|* ,又 若 上 为 一 正 整数 , 则 
FR yey aa < f" 1f co) Ado, 
而 且 三 角 多 项 式 之 间 的 这 一 不 等 式 可 以 推广 到 由 一 般 Fourier 级 数 所 表示 的 函数 上 去 . 形 如 
Eae 
的 级 数 具 有 特别 简单 的 性 质 . 这 些 级 数 除了 在 原点 和 状 合 点 之 外 为 一 致 收敛 ,而 在 这 些 点 ,它们 
所 表示 的 函数 一 般 具 有 一 无 限 峰值 ( peak ) if BL tf 


| Let (a) do : E (Iri + 1)? a2, 
位 于 两 个 只 与 & 有 关 的 正 值 之 间 . 于 是 ,比如 说 ,我 们 有 
E f(0) 12%d6 < K(k) E (1 rl +1) a, 
关于 更 详尽 的 讨论 ,可 参见 Hardy and Littlewood[9 ] ,Paley[3]. 


10.12 函数 的 重新 排列 


10.1 节 至 10. 10 节 中 的 诸 定理 对 于 单 连续 变量 的 函数 具有 相 类 似 的 情形 . 
设 由 xz) 在 (0,1) 中 非 负 且 可 积 , 因 而 它 可 测 且 几 乎 处 处 有 限 . 若 M(y) 是 使 得 
d(x) zy 的 集 的 测度 , 则 My) E y 的 单调 递减 沙 数 . M 的 道中 定义 为 
$[M(y)] = y, 


D 参见 Gabriel[3]. Hardy and Littlewood [9] 曾 给 出 一 个 不 太 精密 的 不 等 式 . 
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而 (x) 在 (0.1) 中 至 多 除 可 数 个 x 值 ( 例如 与 My) 的 不 变 区 间 相 对 应 的 zx 值 ) 
处 ,唯一 定义 , 且 为 x 的 单调 递减 函数 . 可 以 通过 ( 比如 说 )* 在 某 一 不 连续 点 , 令 


由 (z) = me -0) +(x +0) ] 


这 样 的 规定 ,从 而 把 $(x) 完 全 定义 了 
称 由 (xz ) 为 中 (x) 依 降序 的 重新 排列 , 它 是 x 的 单调 递减 函数 ,一般 说 来 , 它 在 
原点 有 一 无 限 峰值 . 
使 得 由 (x) Sy 的 集 的 测度 为 My). 由 此 可 知 , 下 面 两 个 由 
Ys (x) <y2, yı S (x) < Ya 
所 定义 的 (一 般 说 来 很 不 相同 ) 集 具 有 同样 的 测度 ,而 且 对 于 由 
la) >y, 中 (z) >y 
所 定义 的 集 , 同 样 也 有 相同 的 测度 . OT A pa (x) Mola) E SEA E 
们 在 (0,1) 上 具有 相同 的 积分 ,而 且 
[\FCp)dx = 人 PC)d 
对 于 任何 使 得 上 面 的 积分 存在 的 可 测 函 数 屎 成 立 ， 
同 理 可 以 对 于 在 zx 的 任何 区 间 上 定义 的 函数 定义 由 (xz), RRS SAR 
无 限 , 则 My) FEER y 都 有 限 . | 
i O,(x) Sb(x), WRRAD, (x) <h( x). 特别 地 , 设 o (x) 在 E 中 等 于 
p(x) ,在 CE 中 为 0, 则 
[ bx) dx = [6,(x)dx = [Blade < Bs)de (10. 12. 1) 
10. 19 节 将 要 用 到 该 不 等 式 . 特别 地 , 若 pl) EO, a) PEX, Ossa, H] 
[ocd <[ $d (10. 12. 2) 
有 另外 一 种 类 型 的 函数 的 重新 排列 对 于 下 面 的 讨论 甚 为 重要 . 例如 假定 由 (x) 


对 于 所 有 的 实 x, 或 对 于 几乎 所 有 的 实 x RAHEL, NRM y) It FERE y 都 
有 限 . 可 以 用 规定 


外 ”比较 6.15 Y. 
o 通过 作风 这 舟 可 看 得 很 清楚 . 必须 记 往 $(x) 可 能 具有 不 动 区 间 , 它 与 肝 (Y) 的 不 连续 点 相对 应 . 但 
容易 证 明 ,对 于 所 有 的 ,4(y-0) = My) ,因而 即使 对 于 这 些 除外 的 y, 正 文中 的 论断 也 成 立 . 事实 
上 ,我 们 有 
M(y-~-)-MCy) =mS,, 


其 中 S, 是 使 得 y-n <b cy 成 立 的 集 ,而 且 mS, 的 极限 为 0. 
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$ [my] => 


Alb’ ( -x) = 四" (xz) 来 定义 一 个 偶 函 数 由 "0(*) ,或 者 ,换言之 ,我 们 规定 由 (zx) 是 
一 个 偶 函 数 , 而 且 对 于 所 有 正 的 x, 有 

中 "(z) = 中 (2x). 
于 是 由 "(x) 在 原点 的 每 一 边 都 为 对 称 下 降 ,而 在 原点 它 一 般 有 一 个 尖 的 无 限 峰 
值 . 我 们 称 "(x) 为 中 (%) 依 对 称 降序 的 重新 排列 . 


10.13 关于 两 个 函数 的 重新 排列 


先 来 证 明 一 个 与 定理 368 相对 应 的 积分 不 等 式 . 
定理 378 无 论 a 有 限 或 无 限 , 都 有 
[ dude < | pds. 

我 们 用 一 个 与 10.3 节 中 的 方法 相 类 似 的 方法 来 证 明 该 定理 . 首先 ,该 定理 对 
于 只 取 0 或 1 这 两 个 值 的 是 数 成 立 . 理由 如 下 设 严 和 天 分 别 表示 使 得 中 =1 Aly =’ 
1 成 立 的 集 , 下 和 8 是 相应 于 ,的 类 似 的 集 . 则 前 一 积分 为 m EF), IR E R F h 
积 EF 的 测度 ,而 且 

m(EF) < min(mE,mF) = min(mE,mF) =m(EF). 

其 次 ,该 定理 对 于 只 取 有 限 多 个 非 负 值 的 项 数 也 成 立 . 事实 上 ,依据 10. 3 节 的 

途径 ,可 以 把 这 种 孙 数 由 表示 成 
中 = ai 中 + ao, + + cn 中 

其 中 请 a 为 非 负 , 诸 中 总 为 0 或 1, 同 时 有 
中 =a + aa 中 + … +a, 中 
于 是 ,所 要 的 不 等 式 可 以 从 已 经 证 明了 的 不 等 式 的 线性 组 合 得 出 ， 

最 后 ,我 们 用 刚才 讨论 过 的 那 种 类 型 的 消 数 通 近 o 和 小 来 证 明 一 般 情 形 的 定 
H. 我 们 不 给 出 上 述 两 段 的 详细 证 明 , 内 为 这 些 论证 在 更 为 困难 的 定理 379 的 证 明 
中 将 再 度 出 现 . 


10.14 关于 三 个 函数 的 重新 排列 


现 来 讨论 这 一 节 的 主要 课题 , 即 与 定理 372 和 定理 373 相应 的 积分 定理 . 
定理 3797 车 f(x) ,g(x),h(x) 非 负 ,f" (x),g (x) ho (Xx) 为 等 同 可 测 的 对 


TF. Riesa[ 8]. 
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称 单调 递减 函数 ，, 则 
1= F F sle)a(y)h(- x - y)dedy 


< [fir @e (a (-s ~y)dxdy = 7°. (10.14.1) 


显然 可 以 假设 /,g,h 中 无 一 为 0. 也 可 将 -x -y REZA taty 而 不 改变 此 不 
等 式 的 意义 . 

现 分 三 步 来 证 明 此 不 等 式 :(1) 对 于 总 为 0 或 1 的 函数 ;(2) 对 于 只 取 有 限 多 
个 值 的 函数 ;(3) 对 于 一 般 的 函数 . 正如 对 于 定理 373 一 样 ,整个 困难 在 (1) 这 一 
步 . 我 们 暂时 把 这 一 步 认 为 当然 成 立 ,一 开始 就 来 证 明 : 若 此 定理 对 于 这 一 特别 情 
形成 立 , 则 它 一 般 也 成 立 . 

一 个 只 取 有 限 多 个 非 负 值 0,a, ,a;,…,a。 的 函数 可 以 表示 成 下 面 的 形式 : 

f(x) = az) + afi(x) +t + a f(x), 
其 中 请 a AE WSA ABO 和 和 1, 而 且 
f Bf Zee fe 

这 是 因为 我 们 可 以 假定 0 <a, <a, <… ,a, ,于 是 取 


Il 一 Ca = h dQ, = 4, — 4,-1, 

l (f =a) ; ] (J= a;) 
fi = ? fa = 1 + 
0 (f<a,) 0 (f<a,) 


通过 简单 的 考虑 可 知 ,这 样 一 来 我 们 也 有 
f° (x) = aff (x) + of (x) +o taf (x). 
若 我 们 假定 /,g,h 各 只 取 有 限 多 个 值 ,并 把 它们 按 此 方法 分 解 , 则 从 牵涉 三 元 组 
fig hi 的 相似 的 不 等 式 的 组 合 即 得 (10. 14.1). % 
欲 从 这 一 情形 过 渡 到 一 般 情 形 ,我 们 可 用 只 取 有 限 多 个 值 的 函数 去 逼近 /8g， 
h. nn ae 


sfr (二 </ Sut Ge By Fe sya =) 


(f =n) 
去 通 近 /, 对 g,h 亦 同 法 处 理 . 于 是 </fV Sf ,对 于 g AA 亦 然 . 因此 (假设 定理 
对 于 此 特殊 类 型 的 函数 已 经 证 明 ) ,我 们 有 


i, = [LL A@e a EE -y)dxdy S h SI, 


D 比较 10.6 节 中 类 似 的 论证 . 
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Alita /=lim/,</°. 

还 要 对 fig h 只 取 值 0 或 1 这 种 特殊 情形 证 明定 理 ,我 们 最 好 先 把 该 问题 作 
更 进一步 的 简化 . 

首先 ,可 以 假定 使 得 f,g,h 取 值 ASR F, CGH 都 有 限 . 若 其 中 有 两 个 为 无 限 ， 
则 广 ,g",h" 中 有 两 个 对 于 所 有 的 x 都 为 1, 在 此 种 情形 ,1”= m”, 因 而 没有 什么 
需要 证 明 . 于 是 我 们 就 假定 其 中 恰 有 一 个 集 , 设 为 ,为 无 限 , 设 让 是 在 ( -N, 
N) 中 的 部 分 ,又 设 N 为 使 得 mF, S2n 的 最 小 数 , 并 定义 /为 :在 Fs PASE F 
之 外 为 0. 则 (假定 当 这 些 集 为 有 限时 定理 已 经 证 明 ) 


I, = [7 | fghdedy < [F A g'h’ dxdy 


= [ [S eh" dedy < [ff e'h drdy = 六 
因而 有 
I = lim s. 

于 是 ,我 们 就 假定 败 x) 在 一 个 具有 有 限 测 度 的 集 五 上 取 值 1. 可 以 将 EE 表示 成 
es+e-e' 的 形式 ,其 中 人 万 是 由 有 限 多 个 互 不 遮 商 的 区 间 做 成 的 区 间 组 ,e 和 e' 则 
是 测度 任意 小 的 集 2,g 和 4 于 其 中 取 值 为 1 的 集 亦 可 同 法 表 出 . 显然 还 可 以 看 出 ， 
因为 f,g,h 不 超过 1 ,小 的 集 e,… 等 在 积分 1 和 六 中 只 造成 微小 的 差异 ,因此 ,可 
以 假定 ,使 得 f=1,g =1,h =1 成立 的 集 都 是 由 有 限 多 个 区 间 做 成 的 有 限 组 . HSE 
理 对 于 此 种 情形 已 经 证 明 , 则 其 对 于 更 一 般 的 情形 可 通过 通 近 而 得 出 . 

其 次 ,基于 同样 的 理由 ,可 以 假定 所 有 这 些 区 间 的 端点 都 为 有 理 数 ,然后 ,通过 
变量 变换 ,可 以 假定 它们 都 是 整数 . 于 是 ,该 定理 化 为 依赖 于 这 样 的 情形 :在 此 种 情 
形 中 ,使 得 f=1,g =1,h=1 成 立 的 集 都 是 由 有 限 多 个 区 间 (m,m +1) 所 组 成 ,其 中 
m 为 整数 . 

最 后 , 闸 有 必要 ,可 以 假定 在 任何 一 个 或 所 有 的 这 些 集中 ,区 间 数 是 偶数 ,这 是 
因为 我 们 可 以 将 各 区 间 一 分 为 二 ,然后 再 作 一 次 变量 变换 . 
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HE f(x ANZA SC -*) 是 很 方便 的 ,而 这 样 做 显然 并 不 影响 所 得 的 结果 . 假若 
我 们 已 经 这 样 做 了 ,并 将 x,y 代 之 以 s,t, 然 后 再 作 变 换 s =x -1, 则 得 


| = | fre -x)g(t)h(— x)dedt = [7 AC = x)yx(x) dx, (10. 15.1) 


T BRIER => RRA O. 
2 参见 (例如 ) de lo Vallée Poussin{ 2, pp. 20—23]. 
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Irs [fp O -8° (Dh (- 2) dede = fh" (- x) ‘x(x)de, 
(10. 15.2) 
其 中 
y(x) = [Tse ~x)g(t)de, (10. 15.3) 


‘x(x) = [P(e x) (1) de® 
暂时 只 假定 f,g,h 都 是 集 的 特征 函数 (只 取 0 和 1 这 两 个 值 的 消 数 ) ,而 不 需 
用 到 在 10. 14 节 末 已 经 证 明 是 可 容许 的 更 进一步 的 简化 手续 . 我 们 用 F, Fe’, 
… 表 示 f,… S ,… 在 其 中 取 值 1 的 集 , 各 郴 数 在 其 相应 的 集 之 外 都 为 0, 严 ”,… 帮 
是 关于 原点 对 称 的 区 间 . 假定 
mF =mF = 2R, mG = mG =2S, mH = mH’ = 2T. 
依据 这 些 记号 ,我 们 有 


rs [7 [7 fe ~x)g(t)dede = [7 f(-s)ds[" g(t)de = 4RS, (10.15.4) 


T 
I" = a # (x) de. (10. 15. 5) 


$ x 固定 ,而 1 一 x ESR Fe RBR F., CEH F BR x 而 得 到 
的 . 者 用 同样 方法 定义 = (FF" ),, 则 (10. 15.3) PRIR RSO LEA 


x(x) = m(F,G), *y(x) = m(F G’). (10. 15. 6) 
由 这 个 公式 即 可 计算 “x(x). 现 假定 (这 样 做 显然 是 可 以 的 ) 
RSS, (10. 15.7) 
则 "x(x) 连续 ， 
R 0 (Irl =R+85) 
: 10. 15. 8 
i po 


而 且 "Y(x) 在 区 间 ( -R-S,-S+R)A 
(S-R,R+S) PARTEM. y(x) BAR 
如 图 3 所 示 ， 


图 3 “和 "wi ff) FAR 


T “y(x) BRASS,’ (x) ARM. 
D 选取 这 些 记 半 ,用 以 强调 该 论证 与 10.6 Z 10.7 节 中 的 论证 的 平行 关系 . 
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今 设 
R+S<T. (10. 15.9) 
则 从 (10. 15. 8) 即 得 


T +5 
1” = Í, *y(x)dx = i xy(x)dx = 4RS, 


Hy (10. 15.4) 即 得 该 定理 的 结果 . 于 是 ,我 们 已 经 在 限制 (10. 15.9) 之 下 证 明了 该 
定理 . Æ R =0 RS =O ey FRC AO) , 它 显 然 也 成 立 . 


直到 现在 ,Ff,G, 有 都 是 任意 的 有 限 测 度 集 . 现在 把 问题 进一步 特殊 化 ,如 10. 14 节 
末 所 说 的 那样 , 即 假定 下,6,H 是 由 形 如 (m,m +1) 的 区 间 所 成 的 集 ,区 间 数 分 别 
为 2R,25,2T. 假若 愿意 ,可 以 假定 这 些 数 都 为 偶数 ,但 我 们 将 采用 归纳 法 来 论证 ， 
因而 最 好 是 采用 一 个 稍微 更 广泛 一 些 的 假设 , 即 只 假定 2R +25 +27 为 偶数 . 在 这 
种 情形 下 ,R,S,7T 不 必 为 整数 ,但 2R,25,2T 和 和 
n=R+S-T=R+S$+7T-27 (10. 15. 10) 
都 是 整数 . 我 们 已 经 证 明 , 若 <0 则 该 定理 成 立 ,而 且 若 尺 =0,S =0, 定 理 也 成 立 . 
因此 只 需 在 它 当 4 =n -1 时 成 立 这 一 假设 之 下 来 证 明 它 当 
| p=n>d, R>O, S>0 (10. 15. 11) 
时 也 成 立即 可 . 
HF 表示 从 F 去 掉 它 最 右边 的 一 个 区 间 之 后 所 得 的 集 ; 同 理 ,G, 是 6 去 掉 它 
的 最 右边 的 一 个 区 间 之 后 所 得 的 集 . 一 般 而 言 , 附 标 为 1 的 集 、 函 数 或 数 都 是 从 F, 
AG, 导出 的 ,犹如 与 之 相应 的 无 附 标的 集 .函数 或 数 之 从 尺 和 6 导出 的 一 样 . 例 
an fy ÆA F, 的 特征 函数 ) 的 重新 排列 , “x,(x) 是 广 Mge WEB. FY DE 
区 间 


l 


(-R+2,R--). 


一 般 地 , 当 我 们 从 ,6 过 渡 到 F.C, 时 ,R 和 5 BORE LA R- AS -六 由 归纳 
法 假设 ,有 

LSI. (10. 15. 12) 

函数 Xi (x) Ñl >R-S-1 时 为 0, 当 Ix1<5 -RR 时 等 于 2R -1, 在 其 他 的 区 

间 中 为 线性 的 . 且 由 (10. 15. 10) 及 (10. 15.11) .T<R-S-1. RE, XF -Tss 


TAP 
x(x) -—“y,(x) = 1, 


D 参见 图 3. 
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由 (10. 15.5), 有 


jt aye f “¥(t) -°y (4) dt = 27. (10. 15. 13) 

I-l, = [7 aC - =) la) - y, (x) )dx. (10. 15. 14) 
在 这 里 ,依据 (10. 15.6) ,有 

ylz) -y,(x) = m(F,G) - m(F,,G,). (10. 15. 15) 


ra iB PRE LE Ay XB] (mm + 1) 中 都 是 线性 的 ,因此 它 对 于 整数 值 的 x 取 其 极 
值 . 于 是 我 们 就 假设 * 为 整数 , 在 这 种 情形 下 , 集 OFLC 由 整 值 区 间 (m,m +1) 所 组 
成 ,而 且 当 我 们 将 F, 中 和 C 中 的 最 右 端 的 区 间 除 去 时 , 则 FLO 中 或 失去 一 个 区 
间 , 或 一 个 也 不 失去 ;大 其 中 一 个 集 的 极端 区 间 与 男 一 个 集 的 一 个 区 间 重 合 , 则 损 
失 一 个 ;车 无 此 种 重合 , 则 一 个 也 不 损失 2. 因此 ,对 于 整 的 x,x(x) -Xx1,(x) 为 1 或 
0, 因 而 对 于 所 有 的 x, 有 

O<y(x) -x(x) <1. (10. 15, 16) 

Hy (10. 15. 14) 及 (10. 15. 16) ,有 


0<1-1 = | [x(-*) ~xi(~*) dx < fdz = 27, (10.15.17) 


由 (10. 15. 13) 及 (10. 15. 18) ,有 
l-i,<I° -TI,. (10. 15. 18) 
最 后 ,由 (10. 15. 12) 及 (10. 15. 17) ,有 sl. EENE T ERS. 


10.16 H 379 的 另 一 个 证 明 
Riesz 所 给 的 定理 379 的 证 明 也 是 非常 有 趣 的 . 如 同 10. 14 节 中 那样 ,可 以 把 


D 我 们 不 可 能 损失 两 个 区 间 , 因 为 从 下 和 (中 除去 的 区 间 乃 是 它们 各 自 的 集中 的 最 右 者 . 这 是 本 证 
HA ty SE i. 

& 这 一 证 明 依据 了 Zygmund[1] 所 指出 的 线索 .但 它 比 Zygmund 原来 的 长 得 多 ,而 且 必 然 要 如 此 ,因为 
Zygmund 的 证 明 本 身 并 不 是 无 可 争辩 的 ， 

我 们 证 明了 , 当 从 玉 和 6G 所 除去 的 区 则 是 最 右边 的 棚 瑞 区 间 时 ,(10.15. 16) Rw. 车 我 们 已 经 
除去 了 两 个 任意 的 区 间 , 则 它 不 一 定 成 立 . 例如 , 设 玉 与 6 各 是 区 间 ( -4,4) ,下 由 区 间 ( -4. -2) 
和 (2.4) 所 组 成 ,C, 由 区 间 ( -2,2) 所 组 成 . 可 以 分 四 步 从 F, CARD F, G ,在 每 一 步 中 从 各 个 集 
到 去 一 个 单位 区 间 , 但 
x(0) -x,(0) =8, 

而 不 是 小 于 或 等 于 4. 同样 的 例子 说 明 ,Zygmund 的 论断 [1,p.176]“d(x) 在 ( -o.w HAYES 
增加 2" 是 不 对 的 ,除非 他 的 构造 是 用 一 种 他 未 曾 明白 说 出 的 方法 来 进行 的 . 把 这 一 点 加 以 详细 的 讨 
论 是 很 重要 的 ,因为 它 是 这 一 证 明 的 核心 
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ERA SS g, h 各 在 一 有 限 的 区 间 集 中 为 1, 此 外 则 为 0 这 一 特别 情形 ,从 
而 把 证 明 简 化 . 我 们 将 变量 x,y, 表示 在 一 等 边 三 角形 的 边 上 ,这 时 我 们 把 各 边 的 
中 点 取 作 原点 ,并 且 循 环 地 取 定 各 边 的 正 向 . 于 是 ,x +y+z=0 即 是 边 上 之 点 x,y,z 
是 平面 上 一 点 的 三 个 垂直 射影 所 需 满足 的 条 件 开 

PR f(x) gy), A(z) BETR E, ,局 E, 的 特征 函数 ,这 些 集 各 由 有 限 多 个 
不 相 遮 盖 的 区 间 所 组 成 (x) ,g"(y) ,h" (z) 则 是 关于 三 个 原点 对 称 分 布 的 三 个 
KA E, ,E,, E, 的 区 间 Ei EY ,E> 的 特征 函数 . OH Ei 表示 平面 上 那 种 点 所 成 的 
集 , 其 三 个 射影 属于 E, ,E,,E,, 同 法 定义 Ei, We 


= sin a 7 = sin Lahi, 


3 3 
而 我 们 要 证 明 的 则 是 
Ein < Ein. (10. 16. 1) 
图 形 有 as 由 六 条 垂直 于 边 的 直线 来 定义 , 它 是 一 个 六 边 形 ,除非 局 , E, E 中 
有 一 个 大 于 其 他 两 者 之 和 . 在 此 种 情形 下 , 它 则 化 为 一 平行 四 边 形 . 我 们 先 就 后 一 
种 情形 证 明 (10. 16. 1). (BECER) E SE, + E, ,于 是 BY BE En, BPE ia 
的 点 中 ,在 两 条 边 上 分 别 投影 到 局 和 的 那 种 点 所 成 的 集 , 而 Eiw 则 包含 在 用 
同样 方法 所 定义 的 集 EaP. 因此 


a AET T zt Re cde zt OF oy end een 


当 Ei 是 平行 四 边 形 时 ,此 即 证 明了 定理 . 
转 到 六 边 形 的 情形 ,可 假定 (比如 说 ) 
E, > E 2E,, E, < E, +E. 
将 每 个 E 194% RAWEA t ARO, a ERREA 
Es £,(#), ED, 
FERIA RE AREA Er (1) ,E2 (4) ,Ey (2). 车 1: 从 0 增 到 


D 车 P 是 所 说 的 点 ,C 是 三 角形 的 中 心 , 则 
x+¥+3= rc| cosa +eos( a+ 57) +cos( a+-n)] =0. 
D E, 既 表 示 集 E,, RRR EAE. | 
Es 用 作 测 度 时 ,自然 是 平面 测度 . 
就 是 说 ， 


名 8 


E, 5E' (4) +E, (t) +E", (t); 
JEP E (DEE (DLEE (DEE (25 
mE’, (t) =mE" (t) = 上 
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pE Z(E, +E, -E,), 


WW E, (1), E(t), E(t) E, ‚Ez, E; BEB E, (to) ,E(to) Ey (ty) ENIBI W EE N E 
关系 

E, (tg) + Eilt) = E(t). 
此 六 边 形 于 是 即 化 为 平行 四 边 形 ,因而 


Ena (t) < Esty (to). (10. 16. 2) 
若 我 们 还 能 证 明 
Ein -En(t) < Ehn - Eh lt), (10. 16.3) 
则 通过 相 加 即 可 得 出 结论 . 
现 通 过 比较 


$l) =- Enlt), oO (t) =- Erli) 

的 导数 来 证 明 (10. 16.3). 首先 , Emt) 5 En +h) WANNEAR, H 
积 为 hP(1) + OCR’) ,其 中 P(o) 是 相应 于 值 :的 六 边 形 的 周 长 ,因而 

中 = P(t) = ese | Ey(t) + E(t) +E,(0) I. 
另 一 方面 ,三 个 集 

E) -E,(t+h), E(t) -E,(t+h), E(t) -E,(t +h) 

当 上 其 小 时 ,总 共 由 6 个 各 长 为 h AK ere a, vette © SK fa] A A A HE A 
于 三 角形 的 边 的 垂 线 定义 了 一 个 六 边 形 环 了 , 它 包 含 了 整个 的 En(t) -E (t+ 
h). FPR o't) MEZRA FPR E,,, (2) AB HE. 如 图 4 所 示 , 将 
此 边界 的 这 些 部 分 射影 到 该 三 角形 的 边 上 , 则 可 看 出 

人 < csc Sn[E(t) + £,(t) + 羽 (D)] = a 


由 此 通过 积分 即 得 (10. 16. 3) ,该 定理 的 证 明 即 告 完 成 . 


图 4 En (e)k 


T 和 参见 图 4. EA} KE (+h), RA = Ei EME (+h) BIB, + 
She He FE HY ER 28 Boy (4) -Em (0 + A) ES PR HR. 
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10.17 应 用 


定理 379 中 与 定理 371 对 应 的 特殊 情形 是 
定理 380 Hh(x) HAREM, R] 


1= fof flere h(x - y)dedy 


< [ff (ag (h(x - y)dady = 1°. 


我 们 现在 将 把 定理 371 和 定理 380 运用 到 特殊 情形 


cC =|r 一 | 一 
和 
h(x-y) =ix—-yl™. 
定理 381 # 
a, 20,b, 20 
l | | | 
pel, @¢> 1, ae ae 


(AimMO<A<1),24 


则 
P a,b, ral/ lf 
T = 2.2, S KAB", 
lr-sl 
其 中 一 搬 表 示 rXxs . K=K( p,q), RS pfeqg RK. 
定理 382 S$ f(x) 20, e(y) 20 ,p 和 4 满足 (10. 17. 1 ) ,又 藻 


[f° (x)dx =F, fody =C, 


{= f f Fade) dudy < KF” Q”. 
| 
这 两 个 定理 的 证 明 实际 上 是 一 样 的 . 我 们 来 证 明定 理 382. T 


(10. 17. 1 ) 


根据 定理 380 ,显然 可 以 将 f,g 代 之 以 广 ,g". 于 是 我 们 相应 于 积分 的 四 个 象 
限 把 /分 成 四 个 部 分 . 右上 部 分 和 左下 部 分 是 相等 的 ,左上 部 分 和 右 下 部 分 亦 然 ， 


D 关于 定理 381 的 证 明 ,可 参见 Handy, Littlewood and Palyaf 1]. 关于 从 定理 381 推出 定理 382, 可 参见 


Hardy and Linlewood[ 6]. 
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而 且 后 两 者 不 超过 前 两 者 4 因此 我 们 只 需 考 虚 右 上 部 分 . 于 是 ,再 把 我 们 的 记号 
加 以 改变 ,只 需 证 明 


J = f [ ARET dedy = KFC” 
ï 
即 可 ,现在 这 里 的 上 和 《都 为 正 且 单调 递减 ,而 下 与 C 则 由 在 (0,m ) 上 所 取 的 积 
分 来 定义 . & 
J = J + Jo. 

HeJ Al J, POE CEN SR yax Misy 上 所 取 的 积分 . 

我 们 有 

= xda RO 
Í, f Ka) A rey: 

因为 在 (0,x) 中 ,g(Y) 单 调 递 减 , (a-y) Ph 


pp < dy _ x , 
| 一 zdy [eoa (x ~ y)* = | ye) ( 设 ). 


因此 有 
J S f, Kaede, 
由 定理 189 ,有 
| wht y -pA api 
Ji S TF (| gi (x)x? dx) š (10. 17.2) 
但 由 (10. 17.1) .p’ >g ,又 再 由 定理 189 ,有 
g,(x) = f ady < Cr 
因此 ,有 
P'a)’ S g'(x) (Gt Pay 2 ES 本 |. ( 10. 17.3) 
x 


(因为 


PA ap s84 (lly oe =-4q). 


q p' q’ 


由 (10. 17. 2) (10. 17.3) 以 及 定理 327 ,有 
KF? GP -0Ps j gi(%) d ad < KF’ se 
ý [L (F5) e] <ar 


J, 的 讨论 与 此 相同 ,由 此 即 得 定理 . 
定理 383 设 几 x) 在 (0,o ) 中 非 负 ,. 且 属于 己 , 其 中 户 >1, 又 设 


Pei 


T 左上 和 右 下 部 分 可 用 9. 14 节 中 较为 容易 的 方法 来 证 明 ， 
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E E pe. (10. 17.4) 
p | ~- ap 
I 
Se de 17.5 
AORE m bh) - "dy, (10. 17.5) 
UPME (0,0) PAF LB 
[fedr < Kl 三 rat) (10. 17.6) 


其 中 
K = K( p,a) = K( p,q). 
i g(x) EL" 中 的 任 一 函数 ,又 设 


由 定理 382 ,有 

f, eT dedy < K( [az “(fede)” 
于 是 更 有 

fh )gta) ax = Va res g(x) oe eae 


y)’ 
< K ([ prde) (ferds) 
因为 上 式 对 于 所 有 的 g 都 成 立 , 故 由 定理 191 ,有 
(f, Ad) i < K( | dz] f 
此 即 (10. 17.6). 
该 证 明 指 出 , 当 / (x) 是 由 
Hz) = Fs My ~ 2) dy 


定义 时 ,上 面 的 结果 也 成 立 . 
定理 383 体现 "分 数 次 积分 "理论 中 的 一 个 结果 . Liouville [1] 和 Riemann [ 1 „pp. 331 -344 ] 
定义 放 x) 的 a 次 积分 f(x) 为 


a a s : a a-i 
hla) = Figs -nd (10. 17.7) 


FR a 是“ 取 积 分 的 原点 ” ;改变 原点 即 依 某 种 方式 改变 ,这 种 方式 虽然 对 于 这 里 所 讨论 的 这 
一 类 型 的 定理 并 不 重要 ,但 它 在 形式 上 并 不 是 粗 线 的 . 由 定理 383 容易 推 知 中 ,车 厂 在 (ab) ps, 


LD 参见 Hardy and Littlewood[ 6 ]. 
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FI, RP- <a<b<a aa fa 是 /的 a 次 积分 ,其 原点 为 a, 则 /在 (a,6) 中 属于 4 当 


a > 下 时 ,由 连续 , 且 一 定局 于 a = Bri" Lipschitz 类 ". 

在 运用 此 理论 时 通常 是 周期 的 . Weyl [3] 曾 指出 ,在 这 种 情形 下 ,参考 一 个 原点 。 是 不 适 
当 的 . 因此 Weyl 将 此 定义 修改 如 下 . 若 假定 /在 某 一 周 髓 上 的 平均 值 为 0( 对 于 该 条 件 , 可 以 从 / 
减 去 一 适当 的 常数 总 可 使 之 满足 ) , 则 

[fos - y)o'dy 
在 下 限 收敛, 于 是 可 在 (10. 17.7) 中 取 a = - m. 上 述 关 于 Lebesgue 类 的 定理 也 可 推广 到 此 种 
情形 . 


10.18 ”关于 将 函数 按 降 序 重 新 排列 的 另外 一 个 定理 


我 们 用 来 结束 本 书 的 这 一 定理 ,就 其 在 项 数论 中 的 应 用 来 说 是 很 重要 的 ,但 我 
们 所 给 出 2 的 证 明 本 身 却 自 有 意义 . 

该 定理 可 以 表示 成 两 种 形式 . 

定理 384 设 作 x) 在 有 限 区 间 (0,a) 中 非 负 且 可 积 ,f(x) 是 f(x) 依 降序 的 重 
新 排列 ,又 设 


I 
B(x) = Oxf) = max - ny fod, (10. 18.1) 

日 (x) 是 日 (x) 依 降序 的 重新 排列 . 则 对 于 0 <x<a,F 
A(x) < +f fade (10. 18. 2) 


定理 385 设 /(x) 满 足 定理 384 中 的 条 件 ,又 设 5(Yy) 是 在 0<y< wo 中 定义 的 
任 一 单调 递增 函 教 , 则 


[s[ (2) Jax < f, [E 7) de] de. (10. 18. 3) 
先 作 两 个 预备 性 的 说 明 ， 


(1) 我 们 先 证 明定 理 384 ,然后 再 导出 定理 385. 因为 @(x) 和 @(x) 是 等 同 可 
测 的 , 故 
f s[ (x) Jax = f s186) ]dx. 


于 是 由 (10. 18. 2) 即 得 (10. 18.3). 
至 于 从 (10. 18.3) 推 出 (10. 18. 2) ,因而 定理 的 这 两 种 形式 是 等 价 的 这 一 点 ， 


. 


D 属于 F. Riesz[ 10}. 
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并 不 很 明显 ,但 已 经 在 定理 392 中 得 到 证 明 . “对 于 我 们 这 里 的 目的 来 说 ,前 面 一 个 
推演 [ 即 从 (10. 18.2] 推 出 (10. 18. 3) ] 已 经 够 用 ,因为 在 应 用 时 该 定理 是 以 第 二 种 
形式 出 现 的 . 
(2) & 
A(x) = Ox) = [fod 
则 由 (10. 12. 2) ,有 
Dla) < lJ) = O(a) = {HD 
此 外 ,又 有 
a (x rz j lf; 
[s[ Oo#) Jdx < f [Zh Fd) (10. 18. 4) 
这 个 比 (10. 18.3) 更 为 线 易 的 不 等 式 是 定理 333 的 积分 类 似 情 形 . 


10.19 定理 384 的 证 阴 


显然 可 以 假定 a =I. 
我 们 来 考虑 一 个 使 得 


x, >0, @(x,) >0 
的 点 xp. id 


Olx) =pte (p>0,e>0), (10. 19.1) 
而 来 考虑 由 
Ox<x=1, A(x) >p (10. 19.2) 


ERAR E. A (x) Al © (x) BAB E 与 由 B(x) >p 所 定义 的 集 有 相 


同 的 测度 . 这 个 集 至 少 与 使 得 日 (x) Sp +e 的 集 同 样 大 ,根据 (10. 19.1) ,这 最 后 
一 个 集 的 测度 至 少 是 x,. 因此 ,有 
žo S mE. (10. 19.3) 
(HIR E J3 hit 


T 熏 见 本 章 末 尾 的 各 种 定理 . 
定理 385 是 由 Hardy and LitlewoodL8j 证 明 的 ,他 们 是 从 关于 有 限 和 的 类 似 定 理 ( 定 理 394 ) 通 
过 极限 手续 推出 的 . 他 们 关于 定理 394 的 证 明 是 初等 的 ,但 很 长 ,一 个 短 得 多 的 证 明 是 由 Gabriel 
[2 ] 建 立 的 . Riesx en combinant ce qui me parait &tre Pidko essentielle de M. Gabriel avec un théorème 
appartenant aux éléments de Tanalyae ( 下 述 引 理 A) 可 以 无 需 极限 手续 直接 证 明 该 定理 . 
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| 
- yA >p (10. 19. 4) 
对 于 某 一 上 =&(xz) <a 成 立 的 那 种 x 所 组 成 . 可 以 将 (10. 19.4) 记 为 
[fd -ps > f flare -pe (10. 19. 5) 
或 
g(x) > g(#£) (8) (10. 19. 6) 


的 形式 . FERE 乃 是 这 样 的 一 个 点 集 , 对 于 此 点 集 , 有 某 一 连续 区 数 g(x) ,这 个 
涌 数 在 中 任 一 点 所 取 的 值 总 比 它 在 前 面 曾 取 过 的 某 些 值 要 大 . 这 一 性 质 使 得 我 
们 有 可 能 来 刻画 上 的 结构 . 
引 理 集 忆 是 由 有 限 个 或 可 列 无 限 个 不 相 训 盖 的 区 间 (a ,Bi) 所 组 成 . 所 有 
这 些 区 间 都 是 开 的 ,而 且 
g(a,) = g(B,): 
当 x=1l 是 已 的 一 个 点 时 可 能 例外 ,此 时 存在 一 个 区 间 (am ,1), 它 在 右边 是 闭 的 ， 
A g(a,)<e(1),2R gla) REFF gl). T 
首先 , 因 g(x) 连 续 , 故 5 是 一 和 天 集 (对 于 x=1 这 一 点 可 能 除外 ). 因此 ,5 是 一 
HKE (a, 8B.) Æ p <1, WFR BN. 
iB, <1, UB, PE E H-T. HE 的 定义 ,有 
g(a,) = g(B,). (10. 19. 7) 
其 次 ,假定 a, <x, <B Ega ERE OSa, 中 的 极 小 值 . 该 极 小 值 不 可 
能 在 a <x<x, 中 取 到 ,因为 所 有 这 种 x 都 属于 上 , 故 对 于 某 一 E<x 有 g(x)> 
e(é). 因此 当 x<<o 时 有 取 到 该 极 小 值 . 但 oi 不 是 上 中 的 点 , 故 对 于 所 有 的 这 些 x, 
都 有 gla) <e(x). 因此 ,此 极 小 值 在 a 处 取 到 , 故 g(a) Sgir). > arch, 
即 得 
g(a,) < g(B,). (10. 19. 8) 
再 考虑 到 (10. 19.7), 这 就 证 明了 引 理 % 
现在 可 以 来 证 明定 理 384. 可 将 (10. 19. 8) 记 为 


pi 
p(B. -~ a) < | f(x)dx, 
由 此 即 得 
fi 
p mË = p=(B,-a,) < | f(x) dx = | f(x) de. 


二 我们 所 需要 的 就 是 g(a) < 618.) ,但 若 我 们 完善 了 此 引 理 , 则 证 法 也 许 会 更 清 想 一 些 . 
多 这 里 所 用 的 证 法 属于 M- Riesz [10]. 
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因此 ,由 (10.12.1) ,有 
pmE < | fr)dr < [ Kada; (10. 19. 9) 
于 是 ,由 (10. 19.1) ,有 
Olx) -e=p< [Fade (10. 19. 10) 
最 后 ,因为 Kx) 单 调 递减 ,由 (10. 19. 10) 和 (10. 19. 3) , 即 得 
BG See po Fa ae 


因为 e 任意 ,由 此 即 得 (10. 18.1) ,不 过 以 xo FE x. 
定理 384 和 定理 385 在 函数 论 中 的 应 用 如 下 . 设 /(9) 可 积 并 具有 周期 27, 又 设 
M(6) = M(6f) = Seiad max -f ACO + u)du, 


N(6) 是 就 1K8+u)1 所 做 成 的 类 似 函 数 . 这 些 函 数 与 定理 384 中 的 @(x) 属 同一 类 型 ,不 过 是 就 8 
的 这 一 边 或 那 一 边 所 取 的 均值 来 产生 的 


现在 来 考虑 积分 
h(8,p) = sf" f(@ + x tsp) dt, (i) 
其 中 x 是 一 个 核 , 它 包含 一 个 参数 p, 且 满足 条 件 
x(tp) =0, sf" xpd = 1. i 
这 种 核 的 标准 例子 是 “ Poisson 核 " 
1 -7 
要 


其 中 p =r 为 正 且 小 于 1, 以 及 “Fejér 核 ” 


_ nsin* L 
其 中 p=n 为 下 整数 .h 的 相应 值 是 u(r,9) , BP ACO) 的 * Poisson 积分 "所 定义 的 调和 函数 ,以 及 
a, (0) , 即 /( 9) 的 Fourier 级 数 的 一 阶 Cestro 平均 . : 
AB a) fC 0) RF Lt EP k >15 (b)y 满足 附加 条 件 


ET :| < A, a Gii) 


2m) -7 
其 中 4 与 p 无 关 . 由 具有 s(y) =y" 的 定理 385 及 定理 327 即 知 MCa) 也 属于 Lt. Dea (i), Gi), GA 
易 推 知 ， 


© 参见 下 述 的 定理 398. 
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| h(@.p) | < AM(@), 
其 中 4 仍 与 了 无 关 . 因此 ,h 具有 一 个 属于 RO p KKM) RH EK 
容易 证 明 Poissom HM E (ii). 因此 ,u(r,9) 具 有 一 个 属于 性 类 的 控制 函数 U8). 这 对 ov 
(68) 也 成 立 ,不 过 在 此 种 情形 下 ,证 明 远 不 如 这 里 的 简单 ,因为 Fejér HT JE G. 但 可 以 证 明 
lo (6) 1<AN(0) ,因而 可 得 出 类 似 的 结论 . 所 有 这 些 已 由 Hardy and Littlewood [8] 详 细作 出 . 


10.20 各 种 定理 及 特例 


定理 386 Ënn en 0, NRR (a), (b) 为 非 负 , 且 除 排 法 之 外 已 经 给 定 , 则 


Dy Crab, 

当 (a) 与 (6) 都 按 降序 排列 时 取 极 大 . 

(F. Wiener[ 1]. ) 

定理 387 下 式 一 般 不 成 立 : 

Dd, arb se s 2, arbre. 
[该 定理 显而易见 : 取 (a),(5),(c) 为 (0,2,1),(1,2,0),(1,2,1), 则 有 
Zabec, =14, Zarbtet = 12. | 
定理 388 存在 集合 (oa),(45),(c) ,使 得 8 TAR 
Zarbrer raobrcer Lat? bc, Fa: bre 

PRATAR RAKAN E abe. 

[H0 <h<l, e HERZ hla) H0,0,0,1,2,(6) Hh-ehh+ell,(c) HERS 
个 不 相同 的 元 宗 组 成 . ] 

定理 389 F 

M(x) = Zlrix,, My) = 卫 |15|7， 

pO, W 10.8 节 中 的 置换 N, ye = M(x) +My) F. 

(该 定理 是 显而易见 的 ,但 可 用 来 构造 出 定理 371 的 另 一 种 证 明 , 它 还 是 依循 10. 8 节 中 的 证 
明 的 一 般 思路 ,但 不 用 求助 于 "连续 性 ” 

我 们 仍 如 10. 8 节 中 使 用 4,C,C ,上 ,现在 可 能 有 一 个 以 上 的 排列 C. ER LAK 中 使 得 六 为 
最 小 的 那 种 元 索 所 成 的 子 类 . 若 pz0, 且 4 关于 p 为 错误 的 , 则 0, 使 下 降 而 不 使 8 减 小 . 因此 ， 
L 中 的 任何 4 都 为 某 一 C“ ,于 是 可 依照 10. 8 节 中 指出 的 ,LL 包含 一 个 C.) 

定理 390 运用 定理 373 的 记号 HAF n, A 


(定理 373 的 推论 . ) 
定理 391 若 (a),(a),(b),(b'),(e),(e') 是 6 个 由 服从 (10.5.1) 的 正 数 所 成 的 集 , 则 


> a,a,'b,b,'¢,¢,' < >> a, a,’ B b° bt? ne 
renee aD ETITI: 


(假若 先 用 10.3 节 中 的 方法 把 它 化 为 其 中 每 个 数 不 为 0 即 为 1 的 这 一 特殊 情形 ,此 则 定理 
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372 的 推论 . ) 
定理 392 车 /与 8 非 负 ,而 且 对 于 任何 单调 递增 正 函 数 *(y) 都 有 


f sa) Jde < [sl g(x) Ide, (i) 


则 除 掉 可 能 的 可 列 多 个 x 的 值 不 计 外 ,有 
I<. (ii) 
[ 这 是 我 们 在 10. 18 节 中 证 明定 理 384 与 定理 385 等 价 时 所 引用 的 定理 . 它 是 定理 107 的 一 
种 类 似 情 形 . 
因为 /和 g 分 别 代 之 以 了 和 gg 时,(i) 中 的 积分 不 变 , 故 可 假定 /和 & 本 身 为 单调 递减 ,因而 / 
=f g =&( 除 掉 可 能 的 可 列 多 个 点 不 计 外 ). 
SFE AE LP A BY x 成立 , 则 可 求 得 6 和 c, 使 得 
b<e, fle) > gb). Gi 
Mt DIR UR A b AU f(b +0) sgl b) ,在 这 些 函 数 的 所 有 连续 点 ,因而 除了 一 个 可 列 集 
Ib A f(b) <g(b). 
于 是 假定 上 与 ec MECH) ,我 们 选取 7 使 得 
g(b) <r< fle), 


REX s(y) 如 
s(y) =O(y <r), a(y) = 1 (yr), 
则 
[, 1%) Jar = [dee >be] de = ff [EO Jar, 
im +5 (i) AB. | 


定理 393 G üj 2 ny 非 负 ， 

A, tapt t't 
n-p+l 

又 设 一 横 表 示 依 降序 的 一 重新 排列 ( 此 记号 与 10. 1 节 中 的 相反 ) , 则 


a, +a, +°" +4, 


O(n) = O(n,a) = max 


(lene N). 


定理 394 FERII 中 的 条 件 成 立 , 又 设 s(y) 是 y H—TPIER Pe a, 


hj 


2 [O(n] Jòi tarta) 


it 

(上 述 两 个 定理 万 是 定理 384 和 定理 385 关于 有 限 和 的 类 似 情 形 ,读者 若 采用 10. 18 至 10. 
19 节 中 的 方法 来 证 明 它们 ,将 会 发 觉 是 有 教 益 的 . Hardy and Littlewood 以 及 Gabriel 的 较 早 的 证 
明 已 在 10. 18 节 中 引 到 . ) 

定理 395 车 

Cy Bey ee Se, >0, dy ed, e+ Bd, >0; 
1.02 ,° e E C 和 dd 一 起 依 降 序 排列 的 总 体 ; 
Ca =e) tap te te 


D, AVE, 亦 同 法 定义 ;is(y) 是 正 的 单调 递增 函数 ; 则 
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s(C,) +s(2)+ bee + (Se) +D) +s(—)+ tee +3(2) 


< s(E, ) +s(=2)+ -+s See) 


[这 是 定理 394 的 一 种 特别 情形 . 关于 用 归纳 法 所 作 的 一 直接 证 明 (属于 Chaundy) ,可 参考 
Hardy and Litlewood[8]. 该 定理 乃 是 他 们 用 来 作为 他 们 证 明定 理 394 的 基础 的 引 理 之 一 . ] 
定理 396 Zp. P.O 都 是 正 整 歼 ,s(y) 为 正 的 单调 递增 函数 , 则 


¥(4)+ ¥(4)< PE) (i) 
F(Z)» 3:(1)< È 名 (=). i 
F(Z) (2)< $ (222) @ 


(Ci) 900) oy h EM 395 SC SR , D, ERE p 与 g 为 整数 与 否 都 成 立 , 乃 
是 一 个 推论 . 四 的 一 种 特殊 情形 是 


和 179 g’ rl (oath) 
RE a 
ee ee ee ri/(a+6) (a >0,6 >0,0 <*<1), 


这 当然 可 以 独自 来 证 明 ( 而 且 以 ”< "Ro 三 ”) ,例如 运用 定理 103. | 
定理 397 Fa, b.a BRAHE, ep 则 


+a ce a 
[Sar + (<) (=> jae 
定理 398 #k>l, Olr) 如 定理 384 
k k ffe 
[6 (x)dx < (=) [ed 
(由 定理 385 和 定理 327 可 得 . 对 于 有 限 和 ,当然 有 相应 的 定理 . 该 定理 有 一 些 特别 重要 的 


应 用 . ) 
定理 399 AERAR (xz) 对 于 所 有 正 的 .单调 递增 而 且 有 界 的 :(x*) ,都 有 性 质 


人 :ad(z)dx 20, 
则 其 充分 必要 条 件 是 
[ou >0 (0<x<1),. 


[RERI ah A), AGEME 5 (x) 即 可 ; 欲 证 其 为 充分 的 ,可 用 部 分 积分 或 第 二 中 值 
定理 . 若 在 0 与 1 之 间 有 一 上 使 得 当 * >E Bt h(x) 30,4 x <E t,o) <0, 而 且 
[olde = 0, 
则 条 件 必然 满足 . 
定理 397 力 是 这 个 定理 的 一 -种 特殊 情形 (经 过 简单 变换 之 后 ). ] 


定理 400 ENERE: MRR, AMEKK 
OsxdE<dx,0<€ <x, 
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则 
PERHO] D-E iksi; 
y = on 


f en i <E(D[1 + 去 


[BSa WH O R, i E(x) EO, x) PE f(x) =1 的 那 一 部 分 的 测度 ,然后 运用 定 
理 385. | 
定理 401 F 
1 1 


l l 
=d; > 1， — + — 2l, à=2-— -—, 
j : P q P q 


pele, bee, a 
P q 
2 eee a 
uï E EE E EE 
a æ Iz © a 
bh mt ddy < K(f pa) (f era)” 


hy | x 一 YA 
[在 这 里 以 及 在 定理 402 和 定理 403 中 ,K 表示 一 个 只 与 定理 中 的 参数 (在 这 里 就 是 p,qg,h， 
k) 有 关 的 正 数 . ] 
定理 402 # 


[, am Pore /pf ds s K(f À fpd)”, 


在 这 里 ,fs 如 在 (10. 17.5) 中 所 定义 . 该 结果 当 a 之 二 时 仍 成 立 ,此 时 加 于 4 的 第 二 条 件 可 以 


省 去 . 
(关于 上 述 的 两 个 定理 ,可 参见 Hardy and Litlewood[6]. 车 g=p, 则 得 


局 (xaf )Pdx < K| frdx: 


比较 定理 329. ) 
定理 403 ”定理 383 中 的 结果 当 p =1 时 不 一 定 成 立 ， 
[EM f(x) A | 
| 下 
-一 | In — 0 < rs 
fx) ( i | | z) 
0 (x ><) 7 
其 中 B>1, 则 


poek fH mt) ep) 
这 里 的 pP=1,9=L(1-a)i 属 于 上 ,但 太 仅 当 
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8B -1 
loa?! Bo2-a 


FRF L. ] 
定理 404 设 f(x) 在 ( -1,1) 中 有 定义 , 且 有 连续 导数 广 (x) , 它 只 在 有 限 个 点 为 0, 又 设 
f(x) 20 f( -1) =f(1) =0, 
则 曲线 y =fU x) RACK FRR y = f° (x) BOAR RSE f(x) =° (x). 
(参见 Steiner[ 1, I .p. 265]. HO<y < Y= max S, Wi ( BRIM] ERAT PRS y (2) DR y = f(x) 
有 偶数 2n 个 (与 y AK) HR. 若 将 这 些 根 依 升序 排列 记 作 x, sta, tn RAs, KF y 的 导数 记 
作 z,', 则 由 定理 25 ,有 


JEL + [5E = Dea yay = [za +x! 2) T dy. 


等 号 仅 当 对 于 所 有 的 y A n=1, F x, = -xz 时 成 立 . ) 

定理 405 PR TRAM x.y 2,7) 20, RRB (x,y) Sz 的 集 的 测度 H(z) 对 于 所 有 正 
的 :都 有 限 . 定义 p(z) 为 

M(z) = ap’, 
并 记 
I" (xy) =p7'( LETAT 

其 中 p ”万 是 p 的 逆 , 则 [ 在 适当 的 正则 条 件 (conditions of regularity) F ] tits =/(«.7) HRK 
于 曲面 := 广 (x,y) 的 面积 . 

(参见 Schwarz[ 1 ]. 该 定理 由 于 它 包 会 /" (x) 这 一 概念 在 二 维 空间 的 一 个 推广 , 故 本 身 很 重 
要 而 且 有 意义 ) 


附录 A 关于 严格 正 型 


A.1 开宗明义 


附录 A 的 目的 是 要 论述 W. Habicht 所 给 出 的 初等 证 明 它 针对 的 是 2 23 节 所 述 的 Hilbert 
与 Artin 定理 的 一 种 重要 的 特别 情形 . 

“型 "一 词 乃 是 用 来 作为 "一 实 系数 齐 次 多 项 式 " 的 简称 . 型 

F=F(x ,x ,Tn ) 

车 对 于 其 变量 的 任何 实 值 x, x2 0077 ,x PRX, Hg = =e, =0 之 外 ,都 为 正 , 则 称 为 严格 正 的 . 
此 外 ,我 们 还 假定 下 不 是 一 个 常数 . 我 们 要 来 证 明 下 述 的 定理 . 

定理 406 任 一 严格 正 型 都 可 表示 成 
> M? 


F = A. 1.1 
SM ( ) 


PM SN, 万 是 适当 选取 的 型 . 

我 们 的 证 明 乃 是 基于 定理 56. 在 该 定理 中 ,，“ 正 系数 型 "一 词 BAW BAT Te 
义 ( 读 者 应 该 去 验证 一 下 ,2. 24 节 中 的 证 明 就 是 以 这 种 意义 来 做 的 ) HC = C(x, ,x2,… ,x ) 是 
一 正 系数 型 ,其 次 数 为 g, 则 

G = Barfa esie, 

其 中 对 于 所 有 满足 条 件 

a, 0,02 0,. ,an00 +a. ++ +a, FE 
的 整数 al ,az ,…,an ,都 有 oa =aos…o >0. 

我 们 从 定理 56 出 发 ,分 三 步 来 证 明定 理 406. 


A.2 一 种 特殊 情形 


WAY K(x, ,zz ,… ,xm ) 对 于 它 的 各 个 变量 都 为 偶 函 数 , 就 是 说 , 设 
K( = 2, , Am) = R(x, 09° ) = 


= 天 (xi xn Tim) SKAT, a,n). 
因为 在 此 种 型 & 中 ,只 有 这 些 变量 的 偶 方 次 出 现 , 故 得 
K(x, X23, Xm) = Lxi, nna), (A.2.1) 


D “U ber die Zerlegung strikte definiter Formen in Quadrate” , Commentarii Maile, Helvetici ,12( 1940) 317 一 
322. 
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其 中 LY 72 ,Ys ) 是 某 一 型 . E K 与 了 的 次 数 分 别 为 上 和 1 则 当然 有 大 =24， 
今 设 克 (xxz ,xn) 为 严格 正 的 , 则 对 于 yz0, Sy >0， 

有 

Fan) > O. 
因而 由 定理 56 ,有 

C 

其 中 6 为 一 正 系数 型 . 因为 任 一 正 数 必 是 某 一 正 数 的 平方 , 故 可 将 G 写成 

G = ZF Ye, (A. 2.3) 
其 中 诸 9 都 是 正 数 . HCA. 2.1), (A. 2.2) ,(A.2.3) 即 得 
(gz ) 
Up tag tee tye 
于 是 ,大 即 可 表示 成 所 要 的 形式 (A. 1.1). 事实 上 REA M, ALN, 都 化 为 单项 式 . CRR ALL 节 
末 所 作 的 论述 ,与 上 的 次 数 可 相 容 的 诸 音 项 式 qxftay age 中 ,没有 一 个 为 0. 


A.3 一 个 中 间 性 的 表示 


现在 来 考虑 任 一 严格 正 型 RCzi ,…,zn) 以 及 由 22 个 因子 做 成 的 积 


TD Me 1 FL 1), -Dre rn] EKC aaan). (A.3.1). 
K(x, .42,°° ,Xm ) 关于 其 各 变量 显然 为 偶 苯 数 ,而 且 作 为 一 些 严 格 正 因子 的 积 , 也 是 严格 正 的 . 
因 之 ,(A.2.4) 通 用 于 大 结合 (A. 3. 1) ,我 们 即 有 结论 :任意 给 定 一 严格 正 型 下, 我 们 可 得 一 型 
P, 使 得 来 积 FP 是 单项 式 的 平方 和 ; 

FP = > (qrf rer )?, ( A. 3.2) 


我 们 仍然 没有 理由 假定 P 是 某 一 平方 和 ,因而 我 们 的 目标 ( A. 1. 1) 仍 未 达到 . 


A.4 定理 406 的 证 阴 


仍 来 考虑 严格 正 型 . 设 其 次 数 为 2n. 我 们 引进 ( 这 是 关键 性 想法 ) 一 个 额外 变量 ,而 来 考 
m+ 个 变量 的 型 


( A. 2.2) 


KÒ xy 220°" ) (A. 2.4) 


ur" + Fix, xy, ), 
它 显然 是 严格 正 的 . 根据 A. 3 节 ,可 求 得 一 型 P* (x, xy, ee, tt) ,使 得 
[u + F(x, see.) PÀ (zx ot) = ES (gates xzonua)3. (A. 4.1) 
SUE ALFA” mod( u™ + 下) 来 约 简 (A. 4. 1) 的 右边 来 达到 我 们 的 目的 ,现在 详细 地 来 说 明 这 一 
做 法 . 
考虑 (A.4.1) 右 边 的 和 数 中 的 一 般 项 . 用 2n 除 a, 则 有 两 个 非 负 整 数 B 和 .使 得 


全 Palyal 3 ]， 
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a = 2n8 +y (A.4.2) 
O<y<2n-I. (A. 4.3) 
于 是 有 
Ths = pr = [ (u™)? - (= F) ]u” + (- F)Pu’. (A. 4.4) 
FES PART Oy Ru - ( -FRR 因此 ,由 (A. 4.4), 有 
gzf xmba = (u + F)Q + Ru’, (A. 4.5) 
其 中 


R = R(x, äm) = Qxti--xte( — F)’ 

仅 与 m SAT HE, AA EF OL WG = Q(x, x, ,4) 可 以 与 m+1 个 变量 有 关 , 而 且 可 以 恒 
等 于 0;0 与 Rur 力 是 在 将 (A. 4.5) 的 左边 的 单项 式 除 以 u* + 下 所 得 的 商 式 和 余 式 ,它们 可 以 看 
成 是 系数 与 x ,…,x。 有 关 的 .u 的 一 多 项 式 ]. 将 (A.4.5) 代 入 ( A.4.1) 的 右边 ,并 将 可 被 4” + 
F 除 尽 的 项 称 人 左边 , 则 得 

(u*°+F)P°° = Zw ER, (A. 4.6) 
注意 7 满足 (A.4.3) ,并 注意 ,按照 A. 1 节 末 的 论述 和 A.2 节 ,(A.4.1) 右 边 的 和 数 中 必 有 某 些 
项 ,其 a=0, 因 而 由 (11.4.2) ,其 y=0. 因此 ,和 数 


2, Res 
非 空 , 且 不 恒 为 0. 
由 (A.4.6) 可 知 ,P"" 作为 & 的 一 多 项 式 , 其 次 数 志 2n -2. 于 是 ,可 以 将 (A.4.6) 写 成 


(u™ HO YT (me ) = Di 
比较 w 各 uw“ 的 系数 , 即 得 
FT, = 2, Ress 7, = >, Rn 
由 前 一 方程 可 知 To 不 恒 为 0. 于 是 ,由 这 两 个 方程 即 得 
F = J, Ris JY. R's. 
8 
此 即 证 明 所 要 的 (A. 1. 1) ,因而 证 明了 定理 406. 
该 证 明 实 际 所 产生 的 结果 比 我 们 所 述 的 要 多 ., 事实 上 ,我 们 有 
定理 407 若 严 格 正 型 户 的 系数 都 是 有 理 数 , 则 表示 式 (A.1.1) 可 以 如 此 选取 ,使 得 型 M, 
fo N, 的 系数 也 都 是 有 理 数 . 
我 们 只 需 添加 一 点 修改 . 在 推导 (A. 2. 3) 时 ,我 们 曾 用 了 下 面 一 点 显然 的 评述 ; 任 一 正 数 必 
是 某 一 正 数 的 平方 . 我 们 现在 改 而 运用 下 面 一 个 同样 显然 的 评述 ; 任 一 正 有 理 数 乃 是 某 些 正 有 理 
数 的 平方 和 . [事实 上 , 若 r 与 :都 是 正 整数 , 则 
ron 11TY Le. 1 YY 
raat taal ord Med ory Ee, es 


这 是 rs 项 的 和 数 . ] 
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这 醋 漂 亮 而 又 容易 了 解 : 想 要 避免 一 切 困 难 的 读者 ,可 以 用 本 附录 去 代 和 过 8. 15 节 . 但 这 证 明 
主要 是 依据 复 变 函 数论 ,而 这 在 我 们 的 正文 中 是 故意 各 而 不 用 的 ,而且 8, 15 节 中 的 证 法 ,尽管 是 
很 难 , 而 且 范 围 比 较 有 限 ,但 仍 有 其 重要 性 和 值得 注意 之 处 . 推广 的 定理 是 

定理 408 it 


A = A(x,y) = Par, 


Dia et. 2 iis (B. 1.1) 
之 下 141 的 极 大 值 , 在 这 里 ,我 们 规定 ,车 wa=0 或 B=0( 或 两 者 同时 为 0) , 则 上 面 的 不 等 式 
即 分 别 代 之 以 lzils1 Poly l<l. FE nM 5 在 象限 wa 三 0,B 三 0 PASH. 
证 明 的 关键 在 于 下 列 原则 ,它们 全 都 是 明显 的 . (i) 一 族 ( 可 能 是 无 限 个 ) 凸 函数 的 上 界 人 是 四 
的 ;地 ) 一 收敛 的 凸 函 数 序列 的 极限 是 凸 的 ;全 在 求 关 于 一 些 相互 独立 的 条 件 所 芭 的 上 界 时 ,可 以 
逐次 地 取 土 界 ,而 不 问 次 序 . 例如 
max f(x,y) = max [ max f(x,y) J. 


E a 


M。5 是 在 条 件 


我 们 需要 下 面 的 
引 理 RI = Baes 为 一 有 限 和 ,其 中 忆 ARN notio 与 1 为 实数 ,又 设 
mlo) = max| 5 |, 


则 In mo) Æo Hb Be. 

mo) KF a,b EZA; Ae, ARG), RR ABS b 都 为 有 理 数 的 情形 来 证 明 引 理 即 
ay. 此 时 是 :=e*《 的 一 个 多 项 式 , 其 中 0 Bis b 的 公分 母 ,而 所 要 的 结果 则 是 Hadamard 的 “三 
圆 定理 "的 一 个 推论 . 

[EAER rn <lzi<r, PEN, M rÆ) Æl: =r 上 的 极 大 值 , 则 ln M(r) Æ ln rt 
cb A. 

为 完备 起 见 ,我 们 给 出 它 的 证 明 , 取 jz 使 

aM(r) = 者 if 人 rm) =T, 

则 类/(z) 在 上 述 环 中 的 每 一 点 处 正则 , 且 有 一 个 在 此 环 中 为 单 值 的 模 . 它 在 边界 上 的 最 大 模 是 
T ,因此 站 M(r) 三 了, 故 对 于 Inr=tlnr +l -e)l rn RNA 


D G.O. Thorin, “Convexity theorems generating those of M. Riess and Hadamard with some applications” , 
Seminar Math, Lund ,9( 1948). 作者 还 证 明了 更 一 般 的 形式 . 
“上 界 " 都 指 的 是 "最 小 上 界 ”. 
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In M(r) < 1 In Mn) + (1 -it)ln M(r,). 

现 回 到 定理 408 ,由 连续 性 (正如 8. 13 节 中 所 指出 的 ) ,我 们 只 需 证 明 In M。.g 在 任何 属于 开 
象限 a>0,8 >0 中 的 直线 段 G=ao +A10,B=Bo +A20 LKF o AMMA. 但 对 于 任 一 内 点 (a， 
B) ,我 们 可 记 

x, = Efe, y, = few, £9 20, 
FFE PE CY (SAY) hw VAR ER 
tel, IHsl (B. 1,2) 
(一 个 与 e,B 无 关 的 条 件 ) 之 下 变化 着 的 非 负 的 上 ,7 了 ,有 
Map = max | E Lager np elt ry) |, 

See HPP s =o + 站 代替 品 , 则 对 于 任 一 给 定 的 实数 ,此 上 界 不 变 ( 中 + 峭 只 是 换 一 下 说 法 ). 现 
在 可 以 对 某 一 变化 着 的 上 添加 运算 max; 由 原则 伽 ,我们 可 使 它 成 为 内 部 的 运算 : 

Map = max (max | £ Sat™th Boras’ et 中 +) |). 
Mt FAY bw En TEE EPER SFO 的 任 一 项 删 去 ( 指数 都 为 正 ) ,而 得 某 一 修正 
THEME BRN Fino yl) 于 是 

Map = maxmyy¢n(o) m(o) = max | F(s) |- 
但 是 引 理 中 的 三, 因而 (对 于 所 有 的 ,特别 是 在 直线 段 上 的 ) 它 的 In m(o) 是 凸 的 . 由 原则 (1)， 
族 In m(o) 的 上 界 也 是 凸 的 ,因而 我 们 的 证 明 即 告 完成 . 


附录 C 关于 Hilbert 不 等 式 


在 4, 6 节 对 于 多 元 函数 的 极 大 极 小 理论 的 局 限 性 作 了 论述 之 后 ,有 趣 的 是 ,有 一 些 比较 复 
杂 的 不 等 式 也 可 用 此 方法 作 简单 的 证 明 . 现 取 Hilbert 不 等 式 作 为 例子 ,但 为 简单 起 见 ,我们 取 诸 
b 恒 等 于 诸 aD, 


a È. m+n+l na, 
除非 所 有 的 a 都 为 0. 
可 以 假设 至 少 有 两 个 a 不 为 0, 对 于 除外 的 情形 ,我 们 的 结论 是 显而易见 的 . 现 来 考虑 


F(a) = Flapa an) = DT 
其 中 的 ao ,al ,… ay 满足 关系 


G(a) = 2, az =t, (C.1.1) 
这 里 的 : 是 正 的 常数 . 若 有 某 一 as 为 0, 则 此 a, 若 增 加 一 个 微小 的 量 5, 在 C PRAMA E ,在 
FF 中 即 产 生 一 个 8 阶 的 增 量 ,因而 使 得 F/G 增 大 . 因为 斑 连 续 , 可 知 在 条 件 (C. 1. 1) 之 下 ,F 对 于 
某 一 组 全 不 为 0 的 a, 取 其 极 大 值 F* =F" (2). 


对 于 此 组 o, ,方程 组 
aF ,a6 
a Aja TO (ns 人) 
对 于 某 一 与 n KKH A RW. 由 此 即 得 
Dr = A (mn <N), (C. 1.2) 
JEW a, 然后 相 加 即 得 
F° (4) =AL 


+ 
(mtz) an 在 m= 处 取 其 极 大 值 , 则 当 n=p 时 ,由 (C.1.2) 即 得 
re | 
Aa, = —— =a + 一 一 oo 
p 3 „(u >) np nt) 


wil (z+p+1) (z+ 十) | 为 严格 凸 的 , 故 得 


© J. W.S. Cassels,” An elementary proof of some inequalities” , Journ. L. M. S. ,23( 1948 ) ,285—290. 对 于 
一 般 情 形 ,以 及 对 于 Hardy 不 等 式 和 Carleman 不 等 式 , 也 有 类 似 的 证 明 . 
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N 


] Ney dx 


i (m+p+1)(m+—) k l 


L 
(x tuti) (s+) 


2 
=|, < f =(#+>) bid 
TETS 
Al a, 0, 故 得 和 A < 
对 于 任何 非 空 的 集 (a ) RIRE 


F(a) <F*(G) =AC<TC= T Da, 


n* 
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